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I - I~TRODUCTION 

Les zones côtières, et les estuaires en particulier, fournissent 

au bien-être cie l'nomme et à son activité économique une aide très apprécia

ble. Contrairement au milieu terrestre pauvre en eau, et au milieu marin pau

vre en éléments nutritifs, les estuaires riches de ces deux constituants sont 

un lieu de vie privilégié. On cannait le rôle de frayère et de nurserie qu'ils 

jouent pour de très nombreuses espèces. 

Ces estuaires sont actuellement utilisés comme collecteurs des 

rejets industriels et domestiques. Bien que ces rejets lorsqu'ils sont con

venablement traités et dilués ne soient pas obligatoirement néfastes, il 

est ae première utilité de pouvoir juger de leurs effets selon leur nature, 

leur localisation et leur importance, pour ne pas mettre en danger la vie 

très intense qui règne cians ces régions. 

Les estuaires posseaent pour l'activité humaine un autre inté

rêt considérable : celui de constituer un abri naturel et une voie de péné

tration vers l'intérieur du continent très intéressant grâce à la suréléva

tion au niveau de l'eau sous l'effet de la marée, et des courants souvent 

intenses qui l'accompagnent et augmentent la profondeur en érodant les fonds. 

Il n'est donc pas étonnant que la plupart des ~rands ports soient situés 

sur des estuaires. 

Pourtant, malgrè l'intérêt qu'ils présentent, les phénomènes 

estuariens ont longtemps échappé à tout traitement théorique, sinon pour 

leur aspect qualitatif, et l'on avait généralement recours, pour les étudier, 

à une analyse expérimentale poussée. Plus tard, l'augmentation des activités 

portuaires a motivé un gros effort de compréhension et de simulation des 

phénomènes physiques dont ils sont le siège. Effort principalement orienté 

vers les problèmes de navigation. C'est ainsi que sont nés les modèles phy

siques, puis peu après l'apparition des calculateurs électroniques, les 

moaèles mathé~atiques. Aujourd'hui l'expansion industrielle, portuaire et 

ur~aine est susceptible d'entrer en conflit avec d'autres secteurs d'activi

té liés à la richesse biologique du milieu ou au tourisme et il devient né

cessaire d'appréhender les phénomènes estuariens dans leur ensemble. 
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Cette nécessité est particulièrement aigue en ce qui concerne 

l'estuaire de la Seine, exutoire vers la mer de 40% de l'activité écono

mique nationale, de 15 millions de personnes et de 20 % de la superficie 

des terres agricoles (SAUM programme d'étude, 1977). 

Dans son aspect actuel cet estuaire reflète fortement une 

série d'ahlénage~ents réalisés par l'homme, dont les conséquences n'ont 

pas toujours été complètement évaluées. Le besoin se fait aujourd'hui 

sentir d'examiner les problèmes qui s'y posent d'une manière nouvelle qui 

prenne en compte la totalité des intérêts mis en jeu. 

Cette nouvelle politique d'aménagement qui a guidé la défini

tion du pro~ramme d'étude du SAillf de l'estuaire de la Seine, et qui doit 

aboutir a .une véritable gestion du milieu naturel et de sa qualité se de

vait de faire appel aux techniques modernes d'.investigation, et notamment 

aux modèles mathématiques. Ces modèles, outre l'apport iDillédiat de connais

sance du milieu qu'il procurent, laisseront à la disposition des aménageurs 

àes outils de gestion ae l'estuaire qui dépasseront le cadre temporel de 

cette étude. 

:MODELES PHYSIQUES - HODELES MATHEMATIQUES 

Les modèles physiques, abondamment utilisés dans le passé béné

ficient actuellement de beaucoup d'expérience, ils fournissent une bonne 

visualisation des phénomènes, mais sont handicapés par leur taille, et leur 

conception figée qui se traduisent par un coût élevé, et un manque de sou

plesse dans leur utilisation. Certains effets dus aux distorsions d'échelle 

ne peuvent être éliminés, les mesures n'y sont pas toujours faciles et quel

ques facteurs extérieurs tels que l'effet du vent et la force de Coriolis 

ne sont reproductibles qu'au prix d'exploits ·techniques. Les difficultés 

présentées par ces modèles sont encore d'une autre importance lorsque l'on 

s'intéresse non plus à l'aspect physique du système mais aux phénomènes bio

logiques. On voit mal comment y reproduire les intéractions biochimiques ex

trêmement complexes qui conditionnent la qualité de l'eau. 

Les modèles mathématiques présentent également aes inconvé

nients ; ils ne peuvent encore reproduire correctement certains phénomènes 

wathématiqueLJent mal analysés tels que la circulation dans les trois dimen-
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siens ou des processus sédimentologiques ou biochi~iques cal connus, et 

demanuent également un investissement initial important. Au stade du fonc

tionne~ent, par contre, ils sont très bon marché, leurs résultats numéri

quej,nent très pr~cis sont reprod·oJctibles, ils se conservent sans aucun pro

blème et peuvent être tenus à jour pour accompagner l'évolution de la zone 

gêographique ~tudiée, et améliorés conjointe~ent au progrès des connaissan

ces. On y inclut sans grande difficulté la force de Coriolis ou l'effet 

d'entrainement par le vent et ils paraissent être les seuls à pouvoir traiter 

du système extrêmement complexe des lois physiques, chimiques et biochimi

ques, qui commandent la vie de l'estuaire, pour peu que l'ensache leur trou

ver une expression mathématique. Ce sont enfin des outils d'analyse et de 

compr~hension extrêmement puissants, capables en séparant les effets propres 

à chaque cause, de démonter une série de processus très complexes, dont un 

modèle physique ne pourrait donner qu'une image globale. Ils sont en ce sens 

aes outils de recherche autant que d'application. 

PRECEDENTS MODiLES DE L'ESTUAIRE DE LA SEI~E 

L'estuaire de la Seine a depuis longtemps déjà été l'objet de 

la sollicitude des ":1odélisateurs". La Société Grenobloise d'Etudes et d ~Ap

plications nydrauliques a éffectué à son propos un travail considérable, et 

de pionnier, en réalisant dès les années 1950/56 un premier modèle réduit. 

Nombre d'aménagements de la voie navigable y ont été étudiés, telles les 

digues basses à l'aval de honfleur. 

En 1967 un secona modèle physique a été construit par SOGREAH, 

accompagnê de plusieurs modèles mathématiques dont le rôle était de dégros

sir les problèmes et les solutions envisageables pour diminuer le coût de 

fonctionnement du modèle physique, outil central des études. Ces modèles 

cathé~atiques ont consisté en un modèle du secteur large qui couvrait la 

moitié Est de la Manche dans un système de coordonnées cylindriques, ainsi 

qu'un modèle d'emprise plus restreinte (fi~ure 2) fonctionnant à partir des 

résultats d~ plus grand, et permettant de fixer ,_a limite aval du··modèle 

réduit. 

Un autre modèle mathématique de détail concernant la même zone 

aéjà représentée par le modèle réduit a été construit pour rationnaliser 

le fonctionnement du modèle physique. Sa particularité est de posséder des 
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~ailles de dimension variable, autorisant une meilleure description des phé

nomènes dans le secteur d'intérêt ; le chenal du port de Rouen et ses abords 

immédiats. Parmi les codifications de l'estuaire qui ont été étudiées sur 

ces modèles citons la digue de la rive ~ord, et le déras~ent des fonds à 

l'engainement du chenal. 

Tous ces modèles mathématiques construits par la SOGREAH con

cernent essentiellement la circulation instantanée (en terme de niveaux et 

cie courants intégrés sur la verticale), mais le dernier modèle de détail a 

également été appliqu~ aux problèmes de transits sédimentaires en permettant 

le calcul de la "sollicitation au transport". De·-.même pour un autre J:Jocièle 

unidimensionnel de la Seine Maritime, utilisé pour étudier les ensablements 

observés dans le secteur Honfleur-Tancarville. 

Parmi cet inventaire de modèles appliqués à l'estuaire de la 

Seine, mentionnons encore un modèle de la Seine Naritice J:Jis au point par 

; . LACOTE (1971) afin d'évaluer le volume de matériaux à draguer dans di

verses hypothèses d'approfondissement du chenal de navigation ; modèle re

pris et étendu par J.C. SALOMON (1976) pour l'étude des ensablements obser

vés en amont de tionfleur. 

&ALISATIONS PROJETEES PAR LE S.A.U.t1. 

Dans le cadre actuel des études entreprises en 1978, devant 

aboutir a l'élaboration du S.A.U.M., l'objectif poursuivi est très vaste, 

il s'agit de simuler un maximum de composantes du "système estuarien", à 

savoir : les phénomènes hydrodynamiques (courants et hauteurs d'eau), la 

convection et la dispersion de substances en solution, certains aspects des 

phênomènes sédimentologiques et si possible, la qualité de l'eau et la 

production biologique primaire. 

On s'accorde fréquemr;:Jent à classer les ü~odèles selon leur stade 

ae réalisme en terü~es de oo.'èles descriptifs, explicatifs ou prévisionnels. 

Il va de soi que compte tenu de l'état de la science et de l'expérience très 

variable pour chacun des types de modèles mentionnés plus haut, le stade 

auquel on peut espérer parvenir sera très différent. La modélisation des 

phénomènes dynamiques instantanés devra conduire à des prédictions meilleu-

. j 
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Figure 3 Modèle de détail SOGREAH 
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Fi~u=e 4 : Compa=aison encre mesure en nature et résultat du ~odèle 
de détail SOGRL~H 
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res que ce qui a pu être fait par le passé. Les phénomènes de convection -

dispersion ne pourront atteindre le stade prédictif que dans les secteurs 

de l'estuaire où la circulation à long ter~e sera obtenue avec une bonne 

précision. La partie sédi~entologique peut espérer atteindre le stade ex

plicatif, de même le modèle de l'oxygène dissous, quant à la simulation 

des premiers ftchelons biologiques, trop d'incertitudes règnent à ce sujet 

lors de l'initialisation des programmes d'étude pour juger si le stade des

criptif pourra être atteint, ou bien si l'on en restera à ce propos à 

l'exercice de recherche. 

Le présent mémoire concerne la mise au point des modèles de 

circulation, de dispersion et d'accumulations turbides dans l'estuaire de 

la Seine, ainsi qu'une première analyse des résultats obtenus. Le vérita

ble objet de cette étude, à savoir l'utilisation de ces modèles à des fins 

d'interprétation et de gestion de l'estuaire, n'étant qu'à peine abordé 

ici fait l'objet de rapports distincts. 

--~ 

1 
i 
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II - POSITION HATHEMATIQUE DU PROBLEJ.'1E 

A - EQUATIONS DE BASE 

Les équations qui régissent le mouvement du fluide traduisent 

les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement dans le 

champ de la pesanteur. 

1 - Loi de conservation de la masse 

Le principe fondamental que constitue la loi de conservation 

de la masse exprime que la masse d'un élément de fluide dont les limites 

se déplacent, demeure constante au cours de ce mouvement. Ceci s'écrit de 

la manière suivante : 

d/1 ::.0 

dt-

M masse de la particule en mouvement 

t temps 

soit encore 

que l'on n,otera 

v.rtvJ_o 

(' masse volumique 

V vecteur vitesse de composante .U., i = 1 ,3 sur les 3 axes x. 
l l 

2 - Loi de conservation de la quantité de mouvement 

(1) 

Il s'agit de la relation fondamentale de la dynamique encore 

appelée second principe de Newton, et qui exprime que le taux de variation 

de la quantité àe mouvement d'une particule, au cours du temps, est égal à 

la somme des forces qui s'exercent sur cette particule, ce qui se traduit 

par la relation : 
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JSJ.AV 
.n. 
)T 

accélération de Coriolis 

vecteur de rotation terrestre 

pression 

F résultante des forces extérieures (pesanteur, forces d'origine astro

nomique, etc ••• ) 

viscosité moléculaire 

3 - Notations en valeurs moyennes 

Les nombres de Reynolds atteints par la circulation en mer ou en 

estuaire sont extrêmement élevés, ce qui caractérise des écoulements fondamen

talement turbulents : 

~ombre de Reynolds 

où D est une dimension de la veine liquide, perpendiculaire au vecteur vi

tesse. 

Une application numérique aux conditions de circulation en es

tuaire (V = m/s ; D = 10 m) conduit 1 un nombre de Reynolds de 10 7 , soit 

de l'ordre de 1 000 fois le seuil des mouvements turbulents. 

Outre ces mouvements aléatoires que nous limiterons ici 1 des 

périodes de l'ordre de une 1 quelques minutes, les courants en estuaire sont 

constitués de composantes périodiques à basse fréquence telles la marée et 

toutes ses composantes~ les cycles fluviaux,·météorologiques, etc ... et 

généralement d'un terme continu, 

Les modèles actuels ne peuvent prétendre traiter de la vitesse 

instantanée et reproduire tous ces phénomènes. Force est donc de séparer les 

processus aléatoires rapides des phénomènes cohérents à plus longue période 

qui nous intéresseront ici. 



On écrira 
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Y V
) 

= y -+-

f 
- J :: f + f 

tels que V et f soient la moyenne de V et f sur une période 9 . La période tï 
est grande devant celle des fluctuations mais petite par rapport à la cons

tante de temps caractéristique du comportement du système.~ pourra être de 

l'ordre de quelques minutes (1 à 10) en estuaire, mais notablement plus en 

mer ouverte où existent des turbulences de très grande longueur d'onde. 

Soit donc à exprimer les équations (1) et (2) à l'aide des com

posantes à basse fréquence du mouvement. Pour cela considérons une variable 

1, pouvant représenter V ou(· 

avec 

et 

9 == Cf -f 7) 

c; ti'ldr 
j'l'dt = 0 
(J 

On peut alors exprimer les intégrales suivantes : 

1ft ~ tif ; : jt 1t ., f,')( r. +'lt) dt 

::: ft 12 .,. f j9: 72' dl- = o -'1. ..,.. o ~ o.' 
,_, 1. 1 7 1"' 

Cette méthode de passage des valeurs instantanées aux valeurs 

moyennes permet d'écrire les relations (1) et (2) sous la forme 

ll -- v. (?V') (3) 
+ v. f v -+- ::. 0 

Jt-
d V +}. SL 1\ V+ V. V Y ~ VIf - .l V. V'V' -~-F~~V V (4) -JF . f r 
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Le dernier terme de l'équation (3) sera le plus souvent négligé, 

en effet 

et l'équation de la conservation de la masse s'écrit sous la for~e 

(5) 

On considérera très généralement que l'eau de mer est incom

pressible, c'est-à-dire 

=-

d'où l'équation de la continuité en volume 

v y= 0 (6) 

En fait, le passage à l'équation (ô) fait intervenir plus que 

l'hypothese d'incompressibilité, car outre la pression, la densité de l'eau 

de mer est fonction de la salinité et de la température 

1 • )f -- 0 En plus de 1 incompressib1.lité /J( , il faut donc 

considérer avec Boussinesq, que les dérivés de la masse volumique sont négli

geables, excepté lorsqu'elles sont multipliées par l'accélération de lape

santeur. 

Les deux derniers termes de l'équation (4) représentent 1.3. dis

persion de la quantité de mouvement du fait de la viscosité moléculaire et 

des fluctuations turbulentes cie la vitesse. 

Ces deux termes sont généralement regroupés en un seul 
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Le terme N appelé viscosité turbulente, est ici exprimé de 

manière analogue à la viscosité moléculaire. On observe en fait que pour 

des nombres de Reynolds aussi élevés que ceux qui concernent les écoule

ments en mer et en estuaire, la diffusion de la quantité de mouvement par 

la turbulence, est de très loin prépondérante. Celle-ci ayant des caracté

ristiques différentes selon les directions, on est amené à définir la vis

cosité turbulente sous forme d'un tenseur [NJ • 

Nota pour simplifier l'écriture la notation valeur moyenne sur le temps 

"-· -" sera désormais sous-entendue. 

4 - L'approximation quasi-statique 

Considérons la composante verticale de l'équation (4) : les 

forces extérieures d'origine !uni-solaire sont négligeables 

de la pesanteur (< 10-7 g). On écrira donc : 

Jur _ 2 w A ~ 'f + v. ( V w) _ _ 2_ )F _ cz. 
dl: l' JJ rf 

devant la force 

+ )(Jt};& ff=) -4- )(Ni 'f 9[} -i- J( J1 r ~ 
dZ J"f ' ();if 

)4., v et w sont les trois composantes de la vitesse selon les axes du trièdre 

direct (O,x,y,z), où Oz est dirigé verticalement et positivement vers le 

haut. 

f: la ti tude du lieu 

OU: fréquence angulaire de rotation terrestre. 

Or, en mer comme en estuaire, les vitesses verticales sont très 

inférieures aux vitesses horizontales, on simplifie donc généralement cette 

équation en écrivant qu'il y a équilibre hydrostatique, c'est-à-dire : 

= 

Sous toutes ces hypothèses généralement admises pour la circula

tion estuarienne, le système d'équations (3) et (4) s'écrit 

'd.a.. + J(~.b.) +- J(Azr)+ J(-M w-) -/v~ -1 dR - (7) 
F Jx ~, dt f> dx 

-f ( J ( u., *) . J(Nz1 5y:} + J(v.; *~ 
( d:f. Jr Jt' 



(8) 

&Jr = rr (9) ---C)b 

dM- T 
()7./ 

1' Jw = 0 
h -d-

Jb-~ J=-zw ~ '( 

Cette expression très complexe des tensions de Reynolds est le 

plus souvent trop délicate à utiliser, compte tenu du peu d'informations 

disponibles à leur égard. On la simplifiera donc parfois en ne distinguant 

les coefficients de turbulence que selon l'axe vertical et le plan horizontal 

~xy = Nyx Nyy Nxx 

Nxz = Nyz = ~v 

Les équations (7) à (10) définissent le mouvement des particules 

fluides, pourvu que soit connu le champ de densité. Celui-ci est fonction, 

dans le cas général, de la salinité, de la température, et éventuellement de 

la quantité de matière en suspension ou en solution. 

La figure 5 reproduit les variations de la densité en fonction 

de la salinité et de la température. 

On y note que un écart de salinité de 5 °/oo entraîne une va

riation relative de densité de 0,004 correspondant également à une différen

ce de température de 20°. 

En estuaire, du fait des grandes variations de salinité, on se 

limitera généralement à une expression de l'équation d'état de la forme : 

~ : masse volumique de l'eau douce 

...<) : salinité 

ci-# o.'?-! 
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Densité selon température et salinitâ . 

Le système des équations (7) à (10) ne pourra donc être résolu 

que si on lui adjoint l'équation de conservation de la masse, appliquée au 

sel, c'est-à-dire : 

D coefficient de diffusion ~olâculaire 

C~nsidérons comce ?récéd~ent la ~oyenne de cet:e ex?ression 

sur un intervalle de temps de l'ordre de la ~inute : 
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Compte tenu de l'équation de continuité, et en int=oduisant 

la diffusion turbulente K, il vient : 

J(k''t-#) :J(r~ -*-) - 0 (12) 

Jr J~ 
La notation valeur coye:lne "-" est ici sous entendue. 

Cette équation se génâralise L=médiatement à une substance 

quelconque de concentration C, éventuellement non conservative, en ajou-

tant les te~es r 
p 

et r 
s 

r (te~e source) : accroissement de la =asse de substance considérée par 
s 

r (ter:ne puit) 
p 

d'où 

unité de volume et de temps. 

diminution de la casse par unité de volume. 

,; 2f...J 
v/ tri "'' ; r -'!..s - )t.- = 0 (13) 

)'r 

On peut introduire de la ~ême manière la tenpârature T, en 

exprimant le bilan de la quantité de chaleur : 

~Ï 'J(.I.lT) d(1/T) ~wï) 
- ~ -·-- + r--
)~ dx. ) ~ J ~ 

J(k~r1f-J 
)'f 

0 (14) 

Les coefficients de diffusion de la chaleur sont différents 

des coefficients de diffusion des substances dissoutes, sauf pour ce qui 

concerne la diffusion horizontale, si 'l néglige les ?héno~ènes ée convec

tion. 

La charge en séd~ents :ranspor:és en sus?ens~cn s'ex?ri=.e 

tant en plus un te~e de 

des particules 

èéca~:atio~ sous l'effe: de la vitesse de-·chu:e 

. j 
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Notion de modèle numérique 

L'ensemble des équations (7-8-9-10-12-13) qui décrivent le compor

tement de l'élément liquide et des substances en solution ou en suspension 

forme un système aujourd'hui insoluble dans le cas général. Pour utiliser ce 

système on devra effectuer un certain nombre de simplifications relatives à 

la géométrie des bassins et à la forme des côtes, ou bien des hypothèses qui 

concernent les lois physiques et se traduiront dans l'expression même des 

équations. Moyennant un nombre de simplifications et d'hypothèses assez con

sidérable, on pourra effectuer une résolution analytique, mais l'intérêt 

présenté par cette solution s'en trouvera fortement limité. 

En réalité, les estuaires et les zones littorales en général, ont 

une importance économique et humaine telle que l'on recherchera des solutions 

qui soient aussi proches qu'il est possible des phénomènes réels, pour per

mettre de traiter les problèmes d'aménagement ; navigation, prises d'eau, 

rejets, etc ••• 

Cherchant à ne faire qu'un minimum d'hypothèses simplificatrices, 

on devra recourir à des solutions numériques et non plus analytiques. On 

construira ainsi des modèles numériques, généralement nommés modèles mathé

matiques. 

On appellera modèle, le programme de calcul qui représente la 

suite des opérations nécessaires pour résoudre le problème posé, c'est-à

dire ici la propagation de la marée et la dispersion d'éléments dissous. 

Laissant de côté (provisoirement) toute considération sur la 

technique numérique de résolution du système d'équations précédent, les 

paragraphes qui suivent (IIB à II F) ont pour but de montrer comment au 

fil des simplifications il est possible de parvenir à des systèmes plus 

simples et mieux adaptés aux problèmes que l'on se propose de résoudre. 
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3 - APPROCHE DE U. ~ODELISATION 'n!DTI·1E~SIONNELLE 

Le système d'équations précédent, même après les quelques hypo

thèses si=plificatrices déjà énoncées, est un système actuellement très dif

ficilement soluble. Les résolutions qui ont pu en être faites apparaissent 

criticables aux yeux aes physiciens compte tenu de la schématisation souvent 

gro~siëre des l~ites du domaine d'intégration (fond, rives, surface libre), 

de la méconnaissance des conditions aux l~ites ouvertes, et de l'expression 

si:pliste donnée a~~ coefficients d'échange turbulent; encore que sur ce der

nier point des progrès très sensibles aient été réalisés réc~ent. 

L'ingénieur et le physicien ·sont alors conduits à si::::pliiier 

encore le système précédent en "moyennant" les variables sur l'une, au moins, 

cies coordcnnées, construisant ainsi les ~odèles bidi:ensionnels ou unidi~en

sionnels qui seront détaillés plus loin. 

Une ~anière d'approcher un véritable modèle trid~ensionnel est 

d'ailleurs de:nultiplier le nombre des plans de calcul, chacune de ces "cou

ches" correspondant à un ~odèle à de~~ d~ensio~s. ?:usieurs auteurs ont a

dopté cette technique·: LEE~~E~TSE (1975, 1978), ABBOT et al. (1975), 3AC~~GS 

(1978). En dehors du cas d'écoul~ents constitués de couches physiquement 

individualisées, une telle approche de la nature en marches d'escalier ne 

peut être crédible qu'en :nultipliant le nombre de couches, ce qui conduit à 

nouveau à des codèles extrêmement complexes et coûteux auxquels on :era les 

=êmes objections qu'aŒ( ~odèles véritablement trid~ensionnels. 

Une autre façon d'envisager l'étude de la propagation è'une onde 

longue ?ar faible ?rofondeur est de considérer que les ter=es de dispersior. 

et de convection de la quantité de :nouvement dans un plan horizontal, son~ du 

fai: cie gradients horizontaux peu élevés, 6é::.érale.!:le::.~ :rès i::.f érieurs au:<: 

te~es semblables relatifs à l'~~e vertical. D'où l'idée d'a??rébencer la struc

t~re verticale des t~énomènes en ne faisant interJenir que le te~ps et la coor-

donnée ve:ticale. Cn est ainsi concui; en ciéco~?lant les variations hcriz~n:a

les et verticales de la circ~lation, à cocbi::.e: un ~odèle à deux ~i~ensio::.s en 

plan horizontal et ~::. ~oèèle à une di~ension selon la ver:i~ale, pour re~résen

ter la circulation dans les trois ciGe::.sions (~ii;!CGL, 1979). 
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Ce raisonnement séduisant est toutefois a considérer avec précau

tions dans les cas où, soit par le fait d'une propagation par faible hauteur 

d'eau sur une longue distance, soit par le fait de la proximité de la côte, 

par la juxtaposition de plusieurs masses d'eau bien individualisées, ou pour 

toute autre raison, les termes d'advection horizontale ne sont plus négligea

bles. 

L'estuaire de la Seine présentant ces particularités, il n'est pas 

justifiabl~ de découpler complètement les deux calculs. L'extension sur la 

verticale du modèle en plan horizontal doit être conduit non pas localement, 

mais de manière globale sur l'ensemble de la zone d'étude. 

Extension vers la dimension verticale, d'un modèle bidimensionnel en plan 

horizontal 

La méthode présentée ici fait appel aux équations des fluctuations 

de vitesse par rapport à leur moyenne sur la verticale. Le principe du calcul 

consiste à soustraire membre à membre les équations en valeurs moyennes sur 

la verticale (équations 31 et 32 ci-après, encore appelées équations de Saint 

Venant), des équations en valeurs ponctuelles (équations de Navier Stokes). 

Contrairement aux hypothèses nécessaires à l'établissement des équa

tions des modèles à deux dimensions en plan horizontal, aucune supposition n'est 

faite ici sur la structure verticale des densités, qui s'écrit donc : 

c:;Tc\) = Il r. ~~1 dy 
} 

où Pa est la pression atmosphérique 
côte de la surface /~ 

)J< ":: d a + ) )~ ~ 1 dr 
i 

d'où 

Compte tenu de cette rel~tion, et négligeant les termes de diffu

sion turbulente horizontale, les équations du mouvement (7) à (10) peuvent 

s'écrire : 

(15) 
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(16) 

(17) 

Les équations en valeurs moyennes sur la verticale (31, 32 et 33) 

seront établies plus loin (§ II c). 

Les équations des fluctuations de vitesse s'obtiennent par sous

traction membre à membre de$ équations (16) et (31), ainsi que (17) et (32). 

On obtient le système suivant 

(18) 

(19) 

avec Ai terme d'inertie spatiale 

Gi = terme de densité 

ci = .1:_ ( .;( (~J(~ ~dr)~} r h'/.~ Jx.; 

~; -=[} 

,..,. 
AA composantes de la différence entre vitesse locale et moyenne des 
"-
~ vitesses sur la verticale 
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Les termes Ai et ~i sont déterminés en fonction du courant 

moyen (chapitre IV), tandis que la densité est calculée à partir de la sa

linité et, éventuellement de la température, par l'équation d'état. 

La connaissance du courant moyen calculé par un modèle bidimen

sionnel en plan horizontal, complétée par la résolution des équations (18) 

et (19) (modèle vertical) permet de déterminer la vitesse horizontale en 

tout point. 

La vitesse verticale est alors calculée à partir de l'équation 

de continuité (10). 
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C - MODELES BIDL~ENSIONNELS EN PL&~ HORIZONTAL 

(espace de calcul x,y,t) 

Ces modèles sont aujourd'hui bien connus pour avoir fréquemment 

été utilis€s et avoirconduit à des résultats très fructueux. Les ingénieurs 

sont en effet souvent confrontés à des problèmes pour lesquels la structure 

verticale des courants ne présente pas un grand intérêt. Pour les problèmes 

de navigation ou de génie maritime notamment, on se contentera du niveau de 

la surface libre et d'une valeur du courant moyen sur une certaine épais

seur d'eau, généralement près de la surface. 

On cherchera donc, chaque fois que cela est possible, à repro

duire des phénomènes moyens sur la hauteur d'eau, ce qui se fera avec d'au

tant plus de réalisme que l'estuaire, ou la zone littorale concernée, sera 

mieux mélangé. 

Soit donc à intégrer sur la verticale, les équations (7) à 

(14). 

On définit U et V de la façon suivante 

u = 

') côte de la surface 

-h ~ cote du fond 

H = '> + h : hauteur d'eau totale 

Soit u l'écart entre la valeur locale u et la valeur moyenne 

U. La définition est analogue pour y 
...... 

u = u + u 

v=V+V 

Compte tenu de la règle de Leibnitz 

= 
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et de l'expression de la vitesse verticale en surface 

w(>) = 

L'intégration sur la hauteur d'eau de l'équation de la conti

nuité conduit à la nouvelle relation : 

+ d(H U) 
d"X 

L'intégration 

}{J.I V)= o 

. d( 
selon la verticale, entre les côtes -h et>'; 

des équations (7) et (8) conduit alors aux expressions suivantes : 

Gy!)J~ ?;>r-I.J = 0 

Hf 

Le terme de gradient horizontal de pression a.été développé 

ici en supposant que la masse volumique était constante sur toute verti-

cale ( jf-:: tJ) et aucun gradient de pression atmosphérique. 

Outre les tensions de Reynolds (~), introduites lors de l'opé

ration "moyenne sur un petit intervalle de temps", les expressions précé

dentes renferment des termes supp'âmentaires de forme comparable à celle 

des premiers à l'exception du fait que les fluctuations de vitesse sont 

relatives à ~ne valeur moyenne sur la verticale, et sont intégrées le long 

de cet axe vertical. 

Pour respecter l'analogie de Boussinesq, on notera donc ces 

termes de dispersion de la quantité de mouvement, au moyen d'un tenseur de 

(31) 

(32) 
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cisaill~ment [ N . J , tel que les termes soulignés (en 31 et 32) puissent 
Cl.S 

s'écrire : 

J(N~ ~x ~~) 
dx 

J()!~~"X *) 
)x 

+ 

t-

Les valeurs de ~ . peuvent se déduire de la mesure de la struc
cl.S 

ture verticale des courants. 

Application numérique 

On a pu observer (SALOMON, 1976) que la structure.verticale 

des courants, dans les estuaires de la Loire ou de la Seine suivaient assez 

bien des fonctions de la forme : 

...<.<. :: v~ 112:: avec J~ 
.... -1~ 

K ~. 

ou bien a.. e{" 
c~..r 0) z. > AÂ/ ':: ~ avec ~ 

Pour une hauteur d'eau totale de 15 met un courant moyen de 

1 m/s, les expressions précédentes conduisent à des valeurs des tensions 

latérales de cisaillement de l'ordre de 0,3 !1KS, tandis que la tension de 

cisaillement vertical exercée sur le fond ( f V"' t ) est d'environ 4 MKS, 

soit plus de dix fois supérieure. 

D'une manière générale, ces te~es intervenant par leurs déri

vées selon les axes latéraux x et y,seront donc négligés par rapport au 

terme qui fait intervenir la dérivée dans le sens vertical 

vera que les tensions àe frottement en surface et au fond. 

on ne conser-

On observera toutefois que si ces ter~es sont le plus souvent 

négligeables, du fait des gradients horizontaux faibles les coefficients 

de cisaillement proprement dits atteignent des valeurs bien supérieures aux 

coefficients de cisaillement vertical. 

l 

j 

1 
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tV~ JU - ~ 3 M K S __.:';:::> Ât.4 'X" 
"'\; 3 000 H.K. s. 

~x u;--
.. ::t 

(,v~ Ju 
)J =- ~ 4 M KS ~ N} .,_ ()) 1 ~ I(S (i; = ;~) 

J~ 

Par ailleurs, on mentionnera plus loin que pour des raisons 

de stabilité numérique, il est souvent ·utile d'ajouter aux équations (31) 

et (32), un terme dit de pseudo-viscosité. La forme donnée à ce terme 

(~~U, NAV), qui a pour but de contribuer à dissiper l'énergie à haute 

fréquence du système, trouve sa justification dans les termes de visco

sité et de cisaillement qui viennent d'être négligés. 

A l'issue de ces développements, le système d'équations dé

crivant la partie dynamique des modèles à deux dimensions (plus le temps), 

intégrés sur la verticale est alors le suivant 

c)V + u _qy_ + v JV -T 1 u T ( )~ .,. d JL )f ~ êA 1 - CJ i - 0 
dr h ~ 7} 2f df. H 

~- d(H U) f 

Jx 
J( H V) _ o 

dif 

Formalisme du transport 

(33) 

(34) 

(35) 

Un autre formalisme peut être donné à ce système, qui fait 

intervenir non plus la vitesse moyenne sur la verticale, mais son intégrale, 

c'est-à-dire le transport Q : 

Il vient 

~ = U • H 

~"'V. H 
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t 

d~'f. J(Q~ '~'i} + d(_.$) ~ 1 ~. 
Jr- dx )'} 

Jl +- tJ( Px) -f- J{ QI(}: 0 

dt.- Ù"J. J ï 
(38) 

Fo~alisme de LEENDERTSE 

LEENDERTSE (1970) a publié une approche légèrement différente 

de la précédente, pour exprimer les termes supplémentaires qui apparaissent 

lors de l'intégration sur la verticale des équations de Navier - Stokes : 

soient : 

le terme f 

il vient : 

~ =- u {..f-t é(b)) 

o/ : V ( -1 r éCb)} 

é , tel que 1~ Er3) d;; =- 0 

En répétant les intégrations précédentes et en introduisant 

(39) 

(40) 

Si la structure verticale des courants peut être approchée par 

une e:;;pression de la forme : u = cv ""bd:!, il yient 

l 
l 
1 

l 
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Application numérique 

On a déjà cité que pour les estuaires de la Loire ou de la 

Seine, le terme~* valait environ 0,25 d'où f'= 1 ,04. Ceci justifie les 

simplifications précédentes ( /: 1). 

Equation de conservation de la masse d'une substance en solution 

Le système précédent (équations 33 à 35 ou 36 à 38) fait in

tervenir quatre inconnues : U (ou Qx)' V (ou Qy)' H et~, il ne pourra 

donc être résolu sans une relation supplémentaire. Cette relation est bien 

entendu l'équation d'état, qui en zone estuarienne pourra être limitée à 

une fonction de la salinité ; 

(41) 

Ce qui impose d'adjoindre l'équation d'advection-dispersion 

du sel (12) 

J(v:1 ~) -;){Kr~) 
)1 J}-

Cette dernière relation, valable en valeurs locales doit éga

lement être intégrée sur la verticale. On pr6cèdera de la manière déjà ex

posée précédemment, en introduisant la valeur moyenne 5 : 

En utilisant la formule de Leibnitz et l'expression de la vi

tesse verticale en surface, il vient 

d fi 5) 1- J( 1-1 U)) .,. J( fi V)) ~ 
Jt- Jx J( 

;J(fr~ À- k"" 4Jd}) ~ J(/r;;:;- kt ifJ dl)= 0 

JÀ. J ( 

que l'on écrira sous la forme simplifiée : 

~ J( HUS) 
~:x 

t- d( fi VS) _ J{HE; *) _ 
dr Jx 

d(I!Et ~) ::.0 

J~ 
(42) 
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où Ex et E sont les coefficients de dispersion pour le sel. 
y 

Cette expression renferme explicitement le transport (intégrale 

des vitesses sur la hauteur d'eau), et peut être sicplifiée dans le but 

de la rendre homogène à (33) et (34) .. 

On obtient une nouvelle formulation (43) mathématiquement 

équivalente à la précédente, qu'il faudra n'utiliser qu'avec prudence en 

résolution numérique, car elle ne possède pas les propriétés intégrales 

de (42). ·-_ ...... - ·-:--....- _...,_ ·• -~~·--·-··"'' -.:-· ._._.: .. . -.-... ·. 

(43) 

Formalisme de LEENDERTSE 

On peut reprendre à propos de la concentration en substance dis

soute, la notation de LEENDERTSE 

posons 

et 

il vient 

'J(I;.)) ~ J(P.'(US)., J( /-I{V)) _ 

d~ Jx D; (44) 

où 

L'expression (44) for~e avec (35), (39), (40) et (41) un sys

tème complet, dont l'avantage.par rapport au système (33), (34), (35), (41) 

et (42) devrait être une meilleure détermination des coefficients d'échange 

(quantité de mouvement et masse), pourvu que des observations préalables aient 

permis de connaître les fonctions ;9 et/· Il apparaît en fait que cette 



28 

condition est suffisamment contraignante pour que ce système n'ait pas été 

utilisé (à la connaissance de l'auteur), sinon en posant : 

r=f=l 
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D - MODELES BIDL~ENSIONNELS EN PLAN VERTICAL 

(Espace de calcul x,z,t) 

Il est bien connu que l'eau de mer, en dehors de toute question 

de température est plus lourde, du fait de sa salinité, que l'eau fluviale. 

Elle pénètre donc dans l'estuaire de manière prépondérante sur le fond. L'eau 

douce suit un chemin contraire c'est-à-dire qu'elle progresse vers l'aval 

préférentiellement en surface. Il en résulte un schéma de circulation abso

lument fondamental de la dynamique des estuaires qui fait que, en s'éloignant 

de la mer, la vitesse résiduelle près du fond est orientée vers l'amont, puis 

vers l'aval, tandis qu'en surface elle éSt toujours orientée vers l'aval. 

L'importance de ce phénomène est caractérisé en première approximation par 

le rapport R
0 

du volume d'eau de mer pénétrant dans l'estuaire au cours du 

flot, au volume d'eau douce déversée dans l'estuaire pendant le même temps, 

depuis l'amont. 

Aux valeurs élevées de R correspondent des marnages importants 
0 

et/ou des débits d'eau douce faibles qui dénotent des estuaires bien mélan-

gés, où le phénomène décrit plus ·haut est peu marqué. 

Des valeurs faibles de R correspondent à des marées faibles et/ 
0 

ou des débits fluviaux importants, et révèlent des stratifications verticales 

marquées. 

Un estuaire particulier est susceptible, au cours de l'année 

(crue, étiage, vive eau, morte eau) de passer de manière continue de l'une à 

l'autre de ces deux catégories (mélangé- stratifié). 

Il va de soi que les modèles relatifs aux équations intégrées 

sur la verticale ne doivent concerner que des estuaires bien mélangés, dans 

le cas contraire on aura recours soit aux modèles tridimensionnels encore 

au stade expérimental, soit aux modèles bidimensionnels dans un plan verti

cal, en négligeant les gradients latéraux. Ces modèles seront donc d'autant 

mieux justifiés que la largeur de l'estuaire sera plus réduite et que les 

rives auront une géométrie régulière. 

Négliger les gradients horizontaux de toute variable, conduira 

a'une manière analogue à ce qui vient d'être exposé pour les modèles à deux 

J 
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di~ensions en plan horizontal, à intégrer le système d'équations (7) à (12) 

sur la largeur, et à décrire les phénomènes par la valeur moyenne des va

riables d'une rive à l'au;re. 

On posera donc : 

U-: 

:._..1.,.(.-=U 

Figure 6 

Soient Y'~= 0 et Cf/... = 0 les équations des coordonnées des ber-

5es .- Ces rives étant imper:néables matérialisent des lignes de courant, c 'esc:

à-dire que le produit scalaire du vecc:eur vitesse et: du vecteur u~itaire ?er

pendiculaire aux berges doit: ~tre nul. 
---"';>~ 
V. Vr: o 

avec ~ = d - ct ( ;r.l ~) 

fe ~ ~- t (X; 7f) 
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Il vient v-
':: A Ja 'l-{1- ) C(. a. --;:;: -t 

J~ 

1'é :::;. ...«.. Jt -w- J.t-hr J~ 

De la même manière, l'imperméabilité du fond implique 

et la vitesse verticale en surface : ~ 

. On intègre alors les équatio~s (7) à (12) sur la largeur en 

utilisant les relations précédentes et la règle de LEIBNITZ. 

expression 

L'équation de continuité (10) se transforme en la nouvelle 

J( B W) 

J} 
0 

(45) 

B = b - a est la largeur 

Les différents termes de l'équation dynamique (7) se dévelop-

l 

1 
:Î 

j 
j 
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d'où la nouvelle relation : 

J(6u) .. c:J(ï3vt) ... J#tJ't _ f~~ ~) ~(A.,M d~~-) -+ J{i3uw) 
J~ Jx J-x. vx. t. ~/Q. J}' 

+ ;;(J~w- dt)_~ WJ Jt ~ M ~ Jet -r -oZ dv; "f-~ {'5-l)..ft _ J ( 3 ~.,.-#--) 
Jb ~ ~ Tt ~ Jx. t c}x.. ) x. 

_ ù( B Nx1r v;-) + ( N~x ~ ~A _ ( M" x ~ J~) (Nx} ~ g) _ (A1~l JÂO. Ja. ) 
J"b- :g. ;x a.. + v1- Jt /6 "'t P'~ 1~ 

+-{#%11,. d4-) -(At~lt ~.,....._! = 0 
1 ~1 )t r Jt)a. 

Celle-ci se simplifie en définissant avec la même analogie de 

~OUSSINESQ, déjà évoquée : 

f'.l}- ~N •• ~ - - !3 vf. ~ 
(li. 

j';~ dl - 5 ~t1f = -13 cf} ~~ 
A 

Il vient : 

d(6u) + d('iW'J + ;(auw!.,. Î B.Z J) ,_tE(}-~))_{_ ,){ad;;-#'-) 
Jt- âx ab" fJ Ji f )x ) x 

~(13cJf.i;fJ ,.# .. ~# .. r-«1 ~1 ... J)' Jx ()X l vtJ ,. 

(Al.,~ ~t1 + ( t~~l ~;- ~J~ ::: 0 (46) 

Les trois derniers termes de cette équation représentent la 

contribution des gradients·.transversaux et verticaux de vitesse, au frotte

ment sur les berges ( êx1 + ê't.r ~et ( ê;,; + ?"":!~ )~.On 
pourra, soit les exprimer par une fonction de la· vitesse (et non de ses 

dérivées), soit les négliger si la largeur B est grande et les rives assez 

lisses. 
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., 
Eauation de conservation de la masse de sel 

L'intégration de l'équation (12) se fait comme il a é~é détaillé 

plus haut ; il vient : 

ç)(GS) + à(Bus + pzol1) -r ~.JJc_ ~ -(~.ÂJ 2!;_ -+[v.A?t. _(ur..t.J
1 

~.t. 
iJ& . . J" . ~ t. vx Ja ~ 7} 

~J(W'ô> + f,;;. Âp/1) "J{ft,. #-J1} -t {kx -5-;) d~ _('<'"A:*)<(~ 
CJ~ ;;.x .e. Jy. )x. 

ù jt .... -?f "''~' • (Ir, &•) ..dl 
d} J} L J~ 

limites 

du sel 

Cette équation se simplifie en utilisant l'imperméabilité des 

latérales vis à vis de l'eau (termes d'ordre 3 à 7) et vis à vis 
~~ 

V'f. KV'S"' 0 (termes d'ordre 10, Il, 12, 14 et 15). On définit 

et J( r par les relations 

../,. 

},;;;..; - l(!r~;} dl 
C& 

= 

(;~ 2 - kx J~) o/--,_ - - ~ 1{ JS jl ),.. ( ..:; x J:;:-
et 

« 

d'où 

cJ{~ US) + G1(6 W5) _ J(31(,.#) _ 
ox dy d'X 

Eauation d'état 

Cette équation est bien sur invariante 

J (8 Jr} 4f): 0 

c)~ 
(47) 

(48) 

Le système obtenu (45), (46), (47) et (48) comporte 5 inconnues 

U, W,'), fet S. Il ne peut donc être résolu qu'en le complétant par un cin

quième relation qui devrait correspondre à l'intégration sur la largeur, de 

l'équation du mouvement selon Oz. Du fait de l'hypothèse de pression hydres-

. l 

j 
1 

1 
-~ 
l 

\ 

j 
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statique, celle-ci est devenue sans intérêt, on la remplacera donc par 

l'intégrale, sur la verticale de l'équation de continuité (45). 

- C) 

En développant cette relation et en utilisant la formule de 

LEIBNITZ et l'expression de la vitesse verticale en surface, il vient 

d j} au cl-:,. =0 (49) j 

Les équations (45) à (49) forment alors le système complet 

relatif aux modèles bidimensionnels intégrés sur la largeur. 
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E - MODELES U~IJL~~S!ONNELS 

(plan de calcul x,t) 

Les équations hydrodynamiques relatives aux écoulamen:s uni

dimensionnels en estuaire ont l'énorme avantage sur les systèmes qui ont 

été passés en revue jusqu'ici, de permettre une résolution relativement 

simple. Sont concernés dans ce paragraphe, les estuaires bien mélangés ou 

assez bien mélangés, don: la largeur est peu i=portante. Compte tenu des 

forts marnages observables sur le littoral français, ces conditions sont 

assez fréquemment remplies et ce type de modèle est d'un emploi très com

mun, particulièrement pour les problèmes liés à la navigation. Toute gran

deur intervenant dans la description des phénomènes sera expri=ée ici par 

sa moyenne sur une section droite de l'écoul~ent. 

S'agissant d' e:~pri:ller les équacions de conser;ation de la 

quantité de mouvement, de la masse d'eau, ou d'une substance dissoute,en 

termes de valeurs moyennes dans une section perpendiculaire aux rives, on 

pourra procéder par i~tégration du systàoe (7) à (12) sur les ~~es y et z. 

Cette opération étant assez lourde, ainsi qu'on a pu en juger à propos des 

modèles à de~~ dimensions, on préfèrera ici établir directement les équa

tions concernées en applican: la loi de conservation de la =asse, et le 

second principe de ~ewton, d'une façon macroscopique. On raisonnera non 

plus sur une particule i~iinitésimale , mais sur un élément de volume ccm

pris entre deux sections de l'estuaire, où la vitesse sera supposée u~i!orme. 

On introduira ensuite, l'effet des variations de vitesse dans les sections, 

que l'on aurai~ mis en évidence directement ?ar la èémarche employée précé

d e:nment. 
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Conservation de la masse d'eau 

Soit u- la surface d'une section droite de l'écoulement, et 

U la vitesse dans cette section. Considérons la "tranche" d'épaisseur ~x, 

et de section a- . .ta masse i)M, vaut : 

Au cours de 1' intervalle de temps ,Ât = t 2 - t 1 , cette tranche 

est susceptible de se déformer et de se déplacer, tout en respectant la 

relation: d(6M):O 
dt 

On négligera ici les variations de masse dues à une variation 

de la densité, par rapport aux effets du déplacement et de la déformation 

de la tranche d'eau. 

L'épaisseur de cette tranche d'eau varie entre les instants 

il vient d(b.M) = Âx { ~(cr~)-+ U ()(of) -r q-~ JU) 
dt êh· Î'x F 

d'où la relation : Jr )[_rruJ + 0 
Jt- Jx 

Conservation du moment 

Le second principe de Newton exprime que le taux de variation 

de la quantité de mouvement du volume considéré ~trut est égal à la somme 

des ~orees extérieures agissant sur cet élément 

soit 

dft1M ul 
dt-

d (feru 6-x) 

dt-

= F 

(50) 
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Les forces e·xtérieures sont les forces de pression sur les 

sections droites, et les forces de contact avec le fond 

périmit~e mouillé 

j ( fcr-V/Yx. ) = 
dt-

~A" (Jr;-u) + U IJ(vv} :..criJ 1Y..) 
: 1:- ---;z Jx 

d'où la relation : 

)(o-U) ..j.. 

dl: 
que l'on peut encore simplifier en utilisant l'équation de continuité : 

Nota 1 

Jv 
7[:+ (51) 

on n'a fait intervenir ici dans l'expression des forces de pres

sion sur les sections droites, que la composante due à la déni

vellation de·la surface. Il conviendrait en fait d'ajouter un 

terme supplémentaire dû au gradient horizontal de salinité. Ce 

terme est tris difficile à exprimer dans le cas de sections 

droites de forme quelconque, mais se simplifie dans le cas de 

sections rectangulaires, où il vaut alors 

L'équation du mouvement s'écrit donc : 

u Ju 
Uî 

fi+ J~ 
~r x-

• 
(52) 

Cette derniëre correction r~r~ent effectuée, n'est pourtant 

pas négligeable, une évaluation numérique si~ple ~antre que la surélévation 

des niveaux qu'elle entraîne dans l'estuaire intérieur vaut 

1 



38 

Ceci représente une différence de niveau de 14 cm par rapport 

à la valeur calculée sans tenir compte de la différence de salinité entre 

l'amont et l'aval (H = 10 m~ /? = 1028). {mer 

Nota 2 lorsque du fait d'importantes irrégularités de forme des sections, 

la vitesse ne pourra être considérée comme uniforme, on introduira 

dans l'équation du mouvement des coefficients de correction des 

termes d'inertie, en cherchant à conserver la quantité de mouvement 

et l'énergie cinétique qui traversent à un instant donné la section 

La quantité de mouvement traversant un élément de surface t/o
a pour expression : 

soit, par intégration sur la section 

De même, le flux d'énergie cinétique traversant la section cr
a pour expression : 

L'équation du mouvement se modifie comme suit 

0 (53) 

Pratiquement, l'introduction des termes supplémentaires ~~ 

et~~ complique énormément l'étalonnage, et cette expression est rarement 

utilisée. Par contre, lorsque les sections sont nettement caractérisées 

par une partie profonde (chenal) où le courant est important, et une par

tie peu profonde· (vasières latérales, bancs immergés ... ) qui est assimila

ble à un champ d'inondation, on sépare dans l'équation (50) cesdeux com

posantes 



39 

~ota le ~tive + cJ;assive 

J( cr;;_. U) 
dz. 

Equation à'advection- dispersion 

l;( ~~ ) - 0 

d~ 
(54) 

Les relatiohs précédentes forment un système incomplet ; il 

leur manque les équations d'état et d'advection- dispersion du sel, pour 

que soient définies les variations de la masse volumique. 

L'équation de conservation d'une substance dissoute peut être 

établie directement en raisonnant sur la variation de la masse contenue 

dans la tranche d'eau de volumeAVol =~~x. On peut également la déduire de 

l'équation générale (13) en distinguant la concentration moyenne C dans 

une section ~ , et sa valeur locale c 

Il vient 

c = C + c* 

u = U + u* 

J(o-uc.) 
J-x. 

c 

_. J_ ( /t- A~ c* d <r) _ J { rr k ~ * } :; 0 

d"X J" 
Tout comme précédemment, on définit alors un terme de disper

sion longitudinale qui regroupe à la fois les effets moléculaires, et les 

gradients horizontaux et verticaux 

-cr ~L 

d'où l'équation suivante, utilisable pour la salinité, la concentration en 

éléments chimiques divers, éventuellement radioactifs~ la D.B.O. et l'oxygène 

dissous, ou encore la turbidité. Dans ces dernières hyp,othèses des termes 

supplémentaires (sources ou puits) pourront également figurer dans cette 

équation pour traduire des réactions propres, des interactions internes, ou 

même des échanges au travers des limites lorsqu'il s'agira de modèles relatifs 

à des valeurs intégrées sur des éléments de volume. 

J(o-uc) 
/;t 

0 
(55) 

l 
.1 

l 
l 
~ 
j 

j 
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F - MODELES POUR LE LONG TE~~E 

Les développements présentés jusqu'ici concernaient des systèmes 

à 1, 2 (ou partiellement 3) dimensions spatiales, et peur lesquels la varia

ble "temps" résultait d'une intégration sur une période de quelques minutes, 

éliminant ainsi ce que l'on avait considéré comme de la turbulence, et qui 

n'est pas concerné par ce rapport. 

Du fait de la complexité des systèmes qui résu~tent de ces hypo

thèses, on peut être conduit si l'on ne s'intéresse qu'aux phénomènes à long 

terme, à intégrer les équations de NAVIER, non plus sur quelques minutes, 

mais sur des périodes plus longues (quelques jours par exemple). Les systèmes 

d'équations relatifs à ces modèles pour phénomènes à long terme (encore dits 

résiduels), ont la même for.ne que ceux qui ont été développés plus haut, 

seuls les coefficients d'échange (moment et masse), dont la signification 

physique a changée prendront des valeurs numériques différentes. 

Dans le cadre de la présente étude de l'estuaire de la Seine, un 

modèle bidimensio~~el de cette sorte n'a pas ?a~~ justifié, compte tenu de la 

mauvaise connaissance actuelle des conditions aux limites résiduelles : et des 

coefficients d'é~~ange correspondant, et surtout de ce que les mesures en na

ture effectuées très réc~ent montrent clairement une circulation tridimen

sionnelle ~possible à reproduire de cette manière. 

Un modèle en valeurs résiduelles a par contre été développé pour 

la Seine Maritime, dans l'hypothèse d'un écoulement unidimensionnel, pour 

être appliqué aux processus de dispersion (et de qualité de l'eau). 

Modèle unidimensionnel d'advection- dispersion, en valeurs résiduelles 

Il s'agit, en utilisant la même méthode déjà abondamment explicitée 

(dite K.B.M.) d'intégrer l'équation (55) sur une période T longue devant la 

période de la ~arée. 

èJ( cr 'r\~. *-) = o 
;% 

:L'intégration sur le temps, des résultats du modèle en valeurs instantanées 

de l'est~aire extérieur, a montré qu'une ?ente de la sur:ace libre le long 

des l~ites, de l'ordre du millimètre par kilomètre, suffisait à induire une 

circulation résiduelle (intégrée sur la verticale) du même ordre de grandeur 

que le ?hénomène naturel. 
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On séparera partie "fluctuante" et partie "résiduelle" de chaque 

variable 

Notons 

) c;- .,., a::;:" -;- CT 

u ::. u.~~.. '+' u~ 

C =- CA. + C." 

"-" l'opération moyenne temporelle 

On fait ici généralement une hypothèse simplificatrice qui n'est 

malheureusement pas toujours vérifiée dans un estuaire à fort marnage, tel 

que la Seine, à savoir : 

c) ~ c.,_ 

Sous cette hypothèse, il vient 

d(C>..(~UJ!.. -ro-"u"J) 

d'x 
ce que l'on exprime sous la forme déjà décrite : 

+- c)(c~~Ue) _ J(~ ~-\~) _ 0 

d7- J:r. 

u'c.IJ) = o 

(56) 

Cette équation établie dans un but de simplification pour ne pas 

s'encombrer de termes inutiles au problème étudié, possède l'inconvénient 

d'être difficilement reliable aux phénomènes observables, sauf campagnes de 

mesures de très longue durée permettant d'accéder aux valeurs moyennes (Cr 

notamment). Il est donc ~'usage, pour les modèles de qualité de l'eau qui 

nous intéresseront à propos de la Seine Maritime, de conserver la même forme 

d'équation, et de l'appliquer aux valeurs i~stantanées observables à un moment 

défini de la marée, généralement l'étale de jusant (ou bien la basse mer). 
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On écrit donc : 

d ( O'aH C~t1 ) o(o;;;., ( C8f1 U~ - ~Ut 
't' (57) 

dé &~ 
où toutes les quantités sont exprimé~ lors de la basse mer, exceptée la 

vitesse UF définie comme le quotient du débit fluvial par la section à 

basse mer. 

Il va de soi que cette formule est mathématiquement injusti

fiable, et que seuls ,:les résultats malgré tout relativement corrects 

(semble-t-il) auxquels elle conduit, justifient son emploi. 
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III - CONTRAI~TES AUX LL~ITES ET COEFFICIE~TS D'ECHANGE 

Le système d'équations (7) à (13) fait apparaître, du fait de 

l'intégration opérée sur le temps, des coefficients d'échanges turbulents 

qu'il faudra connaître pour pouvoir le résoudre. La difficulté apparaît 

ici, ces phénomènes à haute fréquence étant précisément exclus du modèle, 

les divérs coefficients introduits pour en rendre compte de façon moyenne 

ne pourront faire intervenir que les grandeurs moyennes reproduites par le 

calcul. 

LEENDERTSE (1978) a ainsi publié une simulation tridimention

nelle par modèle multi-couches, où l'énergie haute fréquence de la turbulen

ce est représentée en tant que variable supplémentaire à l'aide d'une équa

tion de la forme (12), des relations simples permettant alors d'évaluer les 

coefficients d'échange ~à partir de cette énergie. 

La difficulté devient plus grande lorsque par intégration sur 

l'espace on introduit des termes de contrainte aux limites qui outre les 

coefficients d.'échange précédents font intervenir des gradients dans la 

direction d'intégration, gradients donc impossibles à calculer. 

C'est par exemple le cas de la tension de frottement sur le 

fond, dans un modèle intégré sur la verticale. On a vu plus haut que : 

après intégration sur z, cette expression n'est plas utilisable pour cal

culer~. On devra introduire ici des considérations supplémentaires, sou

vent empiriques, pour fermer le problème. 

Cette difficulté apparaît également au cours de la résoiution 

numérique, lorsque du fait d'un phénomène de couche li~ite non pris en 

compte par le modèle, une condition sur cette limite ne peut être exprimée 

simplement. 

trainte 

le terme 

C'est le cas, ainsi qu'il sera exposé plus loin, 

sur le fond 2-, dans certains modèles en plan vertical 

de la con

où_..., bien que 

d-'-'-
7"f 

soit théoriquement calculable, on préfèrera utiliser une 

·.~ 
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expression différente mettant en jeu la vitesse hors de la couche limite, 

et non son gradient(qui plus est dans une zone délicate à modéliser). 

La résolution des différents systèmes d'équations précédem

ment établis, implique donc le recours à des relations supplémentaires, 

basées sur des considérations de physique, qui seront détaillées ici. 
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A - CO~TR~INTE AU FOND 

Les termes de cisaillement sur le fond ont été explicités pré

cédemment (7) et (8), sous la forme : 

-f ,..c:.c./~1 

:: -f 1r'ZV.' 

Même dans l'hypothèse de l'existence d'une théorie de la tur

bulence satisfaisante, ces expressions ne pourraient être utilisées pour 

des modèles intégrés sur la verticale (une ou deux dimensions), puisque au

cun gradient n'est calculable dans cette direction. 

Diverses études en mer faisant appel soit à la mesure des fluc

tuations turbulentes de la vitesse u', v' -et w', soit à la mesure du profil 

vertical des courants, ont permis de vérifier qu'une .relation simple entre 

l'effort sur le fond et la vitesse moyenne pouvait être adoptée, à savoir : 

(56J 

La théorie de PRANDIL fournit à cette formule une justification 

plus ou moins rigoureuse. 

Théorie de P~~TL 

Pour relier les tensions de Reynolds, par leur définition, aux 

composantes moyennes d'un écoulement permanent, P~~~TL considère un méca

nisme de turbulence très schématique où une particule en équilibre à la cote 

~du fond est animée d'une vitesse~'(}}· Elle se déplace par turbulence jus

qu'à la cote 1 +A~ où· la vit~sse régnante estA4(}+A;r> = ...«(5) + ~ Âr 
La différence de vitesse (dans le sens de l'écoulement) ..u.' = *· 6? }-

doit être parfaitement corrélée à la vitesse verticale~' qui } déplacé ~ette 
particule du niveau y. au niveau 1--+ h-y, il s'en suit donc : 

1 1 
A,{. -w- • - ( Db-·~)2. et puisque le mouvement est 

permanent 

~ ('( D}· 1:-l 

'; 
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Figure 8 

La longueur de mélange ~'If devant s'annuler au fond (u = 0), 

PRANDTL adopte la forme la plus simple : 

La constante sans dimension K, dite constante de ~~N, dé

terminée empiriquement; vaut environ 0,4 dans le cas d'un écoulement non 

chargé mais diminue très fortement dans le cas d'éléments solides transpor

tés en suspension. 

d'où 

Par des considérations de dimensions, PRANDTL définit alors 

la vitesse de frottement ~. telle que 

(57) 

Il s'en suit, par intégration 

(58) 

où 'Jo• constante d'intégration telle que u == 0 pour ~ = ~ 
0

, appelée épais

seur de rugosité du fond est reliée à la nature
1

et aux irrégularités de 

forme,du fond : 
~ -dC) -



o65 granulométrie des sédiments (65 7. de particules plus fines) 

.facteur de fo~e ciu lit (IPPE~, 1966). 

:J 
1 

0.1~---------~---------....;_---------+----:---
o 0001 O.Cil1 O. 01 0.1 

Figure 9 : Variation de la constante de ~~~~~ en fonction 
de la charge en séd~ents. 

~~ èehors èe la théorie èe ?~~~DTL, la relation (56) ?eut se 

ciémont:-er dans le cas schématique d'un écoulement plan ?é::éc:-ant depuis ;,r::.e 

zone où il n'existe ?as de friction à la li~ite i~érieu:-e, èans une zone 

où ce:te :oree de contact à la paroi existe (:igure 10). 
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.. -jv6 - V-x. ) d0 
~'X-

VA Va - -l 
b 

! 
Pas de frottement ~" 
Fi~ure 10 

La vitesse diminue alors (voir figurelO) de la valeur VB à 

la valeur V x (z), au long d'un parcours fi x. 

Soit$, l'épaisseur de la couche limite où existe un gradient 

vertical de courant. La différence d'énergie cinétique du flux d'eau en

trant, et du flux d'eau sortant du parallélépipède (f, .d x), est alors : 

Cette variation d'énergie est équilibrée par le travail de la 

force de résistance sur le fond : 

Ce qui correspond bien à l'expression annoncée plus haut (56), 

toute la difficulté étant alors de préciser la valeur du coefficient k. 

On donne généralement à cette expression une forme issue de 

la formule de CHEZY,·établie à partir d'observations en rivière 
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l:': coefficient de Chézy 

L'équilibre entre force motrice et force de résistance s'écrit 

et donc 

Application numérique 

= J.vt_ .i.~~H1f 

(2 vt· 
~.t 

Une autre expression est également utilisée, l'expression de 

Mfu~NING-STRICKLER : 

~~: coefficient de STRICKLER 

Les valeurs numériques de k (ou de C, ou de ~r) sont assez 

bien connues pour avoir été mesurées en mer ou en estuaire par de nombreux 

investigateurs. 

On citera les observations de 

BOWDEN - FAIRBAI~~ - HUGHES 

STE&."iBERG 

CHARNOCK et DRONKERS 

TAYLOR 

c: 
ê : 

ê'=. 
ê:: 

4 
l 

~-
'3 v}-_ 

~! 
~ v_7 

~~ y:. 
.1' 

Une expression de ce coefficient k peut également être èonnée 

comme application de la loi de !R.\.'IDTL : 



50 

d'où 

Une application numérique typique des estuaires (H~ 10 m 

et z ~ 0,5 cm) conduit à : 2-' = '3 6 vt 
0 . / 

On constate que quelle que soit la fo~ulation adoptée pour 

ce coefficient k, les valeurs numériques sont cohérentes et comprises 

dans une fourchette assez étroite. On peut donc fixer à priori par des 

considérations simples (sur la profondeur, les irr~gularités de for-

me du fond, sa nature, etc •••• ) des valeurs apprDxinatives pour ce coef

ficient qui seront ensuite ajustées par essais successifs jusqu'à obten

tion d'une solution satisfaisante. 

Signalons également que semblant suivre en cela HEA?S (1967) 

certains auteurs tels ~IHOUL et RONDAY (1975) ajoutent à l'effort exercé 

sur le fond par le déplacement de l'eau, une fraction de l'effort exercé 

en surface par le vent, qui se transmettrait ainsi partiellement à travers 

l'écoulement : 

OÙhn, de l'ordre de 0,1 à 0,5 dépend de la profondeur. 

Ceci paraît effectivement justifié dans le cas où le frotte

ment sur le fond est exprimé en fonction de la moyenne des vitesses sur 

la verticale, et où la profondeur est faible (en rapport à la. profondeur 

d'Ekman). Dans ce cas, l'action du vent provoque un coura~t de retour près 

du fond, qui modifie la vitesse locale sans modifier la moyenne intégrée 

sur la hauteur (en premi~re approximation), d'où la nécessité pour en 

tenir compte d'ajouter ce te~e supplémentaire. 

Ts 

Figure 11 
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B - CONTRAINTE A LA PAROI (SCHEMATISATION UNIDL~ENSIO~NELLE) 

Dans le cas des écoulements qui nous concernent ici, la lar

geur de la veine d'eau (quelques centaines de mètres à quelques kilomètres) 

étant très supérieure à la dimension verticale (quelques mètres), la plus 

grande part d~ la contrainte exercée par les parois se~a attribuable au 

frottement sur le fond, plus que sur les berges. L'expression générale du 

frottement pour les écoulements en plan horizontal sera donc également uti

lisée pour les écoulements unidimensionnels, on a d'ailleurs signalé plus 

haut que certaines expressions du frottement étaient en fait issues d'ob-

servations en rivière. On emploiera également les formules de CHEZY 

ou de ~~~NL~G-STRICKLER, en faisant intervenir le rayon hydraulique (équa

tion 5~) et non plus la hauteur d'eau. 

Soit Fr la force de résistance, par unité de masse 

Fr 

Fr .. 

~ rayon hydraulique 

section d'écoulement 

péri~ètre mouillé 

formulation de CHEZY 

formulation de M&~NING-STRICKLER 

Dans ce type d'écoulement, les coefficients de frottement sent 

susceptibles de variations plus considérables que pour les zones larges, 

selon la forme des sections, la nature du fond, les irrégularités de forme 

des berges (épis, enrochements, dunes hydrauliques, etc .•. ) ou la hauteur 

d'eau notamment. 

Ces coefficients peuvent être déterminés assez simplement à 

partir d'observations en nature, et résolutions des équations hydrodyna

miques (51 - 54) en sens inverse de celui qui nous intéressera plus loin. 

Deux procédés permettent d'effectuer ce calcul. 

Le premi~r suppose la mesure (en fonction du temps) de la 

vitesse et des niveaux en deux ou trois points d'abscisse différente. On 
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calcule ainsi les termes d.M. 
J """- )~ ''" J~ J) 

T J;r. T 1 • ar:-
d'où par résolution de l'équation 51 (ou de 53 si on a également mesuré 

flot.) ) les valeurs numériques de la fonction <""'C' (?/p.) 

Cette méthode, en théorie très simple~ a le désavantage de 

conduire à des expériences en nature toujours aléatoires et couteuses, 

et sur un plan plus fondamental de raisonner sur des valeurs locales de 

la vitesse u, et non sur des moyennes dans la section d'écoulement U. Le 

passage de l'une à l'autre de ces grandeurs, peut conduire dans certaines 

conditions expéri~entales à des e~reurs i~portantes . 

. Le second procédé utilise la méthode des cubatures, ce qui 

pe~et en résolvant l'équation de continuité (54) de s'affranchir de la 

mesure des courants et de donner accès directement à la vitesse intégrée V . 

• 
y 

D 

c 
.~,,. x 

Figure 12 
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Soit une coupe "verticale-longitudinale" d'un estuaire 

(figure ci-avant) et la position de la surface libre à deux instants 

consécutifs. 

L'application de l'équation de continuité à une tranche 

d'eau de section a-et d'épaisseur4x, permet de connaitre la différ:en

ce de débit entre chacune ·des faces de la tranche d'eau considérée, 

. pourvu que soit connue la courbe Cl= f())· Celle-ci se déduit des re

levés des sondages. 

Ce même calcul peut être effectué à la li~ite de propaga

tion de la marée dynamique où la vitesse est connue par mesure du débit 

de la rivière, puis répété de proche en proche en descendant l'estuaire. 

On détermine ainsi les courants en tout point, puis par résolution de 

l'équation 51 (à chaque instant) le terme de frottement qui était le but 

de ces calculs. On constate alors que ce coefficient n'est pas constant, 

ce qui révèle l'inexactitude grossière de la paramétrisation habituelle 

de la fonction ae frottement. 

Cette technique a été appliq~ée à l'estuaire de la Loire par 

MAUVAIS (1~73) qui par analyse statistique en avait ensuite déduit une 

relation empirique entre le coefficient de CHEZY et les caractéristiques 

géométriques ae l'estuaire 

C = t: (>-) H·,~~ i"'lJ (-e~~~)Mf(1;J'{.e(o0J"'''~ 
~( ): écart type 

Une manière s~ple et rapide d'exploiter les résultats des 

calculs précédents (première ou deuxiè~e méthode) pour calculer le coef

ficient de frottement, est de se situer à un instant où les dérivées spa

tiales et temporelles de la vitesse sont très faibles. A cet instant, 

généralement situé aux environs de la mi-jusant, on considèrera que le 

fleuve est en régime permanent et que la force de frottement équilibre 

le terme de gravité, d'où 

:i 
: ), 

j 
î 
1 
j 

.1 

1 
·' 
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C - CONTRAINTE A LA SURFACE 

La contrainte exercée à la partie supérieure de l'écoulement 

est généralement expri~ée d'une manière très semblable à ce qui vient 

d'être exposé pour la contrainte sur le fond, par une fonction de la vi

tesse. Toutefois, le principe de co.ltinuité imposant que les cisaillements 

mer-air et air-mer soient identiques, on s'intéressera à la structure ver

ticale de la vitesse du vent près de la surface de l'eau, et non à la vi

tesse de l'eau. 

La même formule de P~~DTL est généralement vérifiée 

vitesse du vent 

~~ longueur de rugosité de la surface 

fa masse volumique àe 1 'air 

Cette dernière relation devrait permettre de calculer la ten

sion ae frottement à la surface en connaissant seulement la vitesse du 

vent à une seule cote, pour peu que soit connue la valeur de 3o· Or, à 

l'évidence ce terme fait intervenir des paramètres tels que la hauteur des 

vagues, leur cambrure, probablement la hauteur d'eau et la température, 

etc ••• De nombreuses expériences ont eu lieu à ce sujet pour préciser cette 

relation que l'on écrit généralement sous la forme 

où U est la vitesse du vent à 10 m de la surface de l'eau (hauteur approxi

mative des anénomètres des navires). 

Il n'est pas surprenant, puisque l'agitation de la surface est 

fonction de la vitesse du vent, que le terme CD (c'est-à-dire en fait J~), 

soit lui-mime fonction de la vitesse du vent. 
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WILSON (1960) a compilé de nombreux résultats de mesure de Cu 
qu'il a publié sous la forme de la table 1. Il en déduit les valeurs moyen

nes suivantes 

CD 1,5.1U-3 
pour des vents faibles (. u~15 m/s) 

et 
-3 CD= 2,4.10 pour des vents forts ( U) 25 m/s) 

Dans une brève revue bibliographique, RONDAY (1973) cite éga~ 

lement les travaux de 

hASSE (1968) 

SMITH (1967,197ù,1974) 

-3 
CD= 1,21.10 

c .. 
D 

-3 1,03.10 
-3 1,35.10 
-3 1,20.10 

D'autres relations plus complexes permettent de mieux ajuster 

la courbe empirique aux données expérimentales, c'est le cas de formules 

paraboliques utilisées par KEULEGAN, VAN DO&~ ou CLAYTON (in WILSON, 1960) 

qui ne seront pas utilisées ici : 

Il apparatt critiquable que les formules précédentes, sans 

doute adaptées à la mer ouverte, ne fassent pas intervenir la vitesse du 

courant. Il est pourtant parfaitement connu que l'état de la surface de 

la mer est fortement dépendant de la direction relative du vent et du cou

rant. Dans le cadre de ce travail, nous avons tenté de rendre compte, au 

moins partiellement de ce phénomène en considérant la vitesse relative du 

vent par rapport à celle du courant, soit : 
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D- COEFFICIENTS D'EChANGE 

On a exposé plus haut (chapitre II) que partant d'un système 

d'équations insol~ble de maniere analytique, on était amené à définir suc

cessivement de nouveaux coefficients dits de diffusion turbulente (en éli

minant les composantes à haute fréquence), puis de dispersion au fur et à 

mesure de la simplification de système initial par intégration sur les coor

données spatiales. 

Il semble impossible de donner une expression exacte à ces coef

ficients (masse et quantité de mouvement) puisque leur définition les rend 

unique en traduisant des caractéristiques physiques propres à chaque secteur 

géographique. Nous considèrerons ici le cas d'écoulements par faible pro

fondeur, pour lesquels la turbulence est essentiellement générée par frot

tement à la paroi. Dans ce cas, l'échelle des tourbillons turbulents est li

mitée dans le sens vertical, par la hauteur d'eau, de sorte que se fondant 

sur les considérations d'analyse dimensionnelle, on exprimera ces coefficients 

d'échange turbulent au moyen de la vitesse de frottement V% déjà définie, et 

de la hauteur d'eau H. 

Mélange vertical 

Par rapprochement de la définition de la vitesse de frottement 

(théorie de PRru~DTL) et de celle des coefficients de mélange (BOUSSINESQ) : 

Â :: Jt!... k; (~ 
K ~o 

~ =(114ft":: 'èt ( 4- -rJ 
il vient ~ ~ K (J y-1-r ~ - r J 

En dehors de toute stratification,une fluctuation de concen

tration est proportionnelle à une fluctuation de vitesse et donc le coef

ficient de diffusion turbulente pour la matière est égal au précédent ; 

K = ~ z z 
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Cette distribution verticale est parabolique, de valeur extrê

me Nzmaxi = 0,1 li v*, et de valeur moyenne : Nzmoy = 0,067 H v* ; relation 

assez bien vérifiée expérimentalement. 

Une autre relation peut être proposée à l'aide de la théorie 

de ZAGUSTIN (.in SALOMON, 1972) : 

( ~- i)) 
• Cette ~xpression conduit à des valeurs numériques proches de 

la précédente ; le maximum est obtenu à z = 0,477 H et vaut N . = 0,083 h~*. 
zmax~ 

Effet d'une stratification 

En présence d'un gradient vertical de densité, la stabilité du 

milieu s'oppose aux échanges verticaux de masse et de quantité de mouvement. 

Les coefficients ~ et K ont alors des valeurs moindres que précédemment, z z 
mais dans des proportions inégales. On attribue à la capacité des fluctua-

tions de pression de transmettre un flux de moment mais non de masse, le fait 

que N devienne alors supérieur à K • z z 

De manière analogue au raisonnement que l'on effectue à propos 

aes sédiments transportés en suspension, en multipliant le coefficient de 

dispersion de la quantité de mouvement par un terme 1 ( ~~1) qui décroit 

avec la charge de l'écoulement, et la taille des sédiments en suspension, 

on corrigera les valeurs précédentes de N et de K par un facteur multipli-z z 
catif faisant intervenir le quotient du taux de variation d'énergie poten-

tielle par celui de la dissipation d'énergie turbulente :Rf. 

t l'lu--' 

Rf = f ..M.Iu.-> J~ 
~ 

L. 1 

~ombre de Richardson 

pour le flux 

ou encor• le nombre de Richardson, sous sa forme habituelle 

.. 

j 
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On utilise le plus souvent des relations de la forme 

Les valeurs numériques des paramètres intervenant dans ces 

expressions seront discutées plus loin (paragraphe IV), citons seulement 

l'ordre àe grandeur des coefficients qui expriment l'effet de la strati

fication : 

Remarque 

a~ 7 b ": - 0,25 

b'::-- 1,75 

Le nombre de Richardson, tel qu'il est défini plus haut est 

parfois difficile à appréhender par la mesure, puisque faisant 

intervenir les gradients verticaux de la masse volumique et de 

la vitesse. Par ailleurs, il suppose que l'énergie turbulente 

est produite et dissipée simultanément au même endroit, suppo

sition difficile à adopter, notamment lorsque le gradient ver

tical de vitesse est nul, et que pourtant le milieu demeure tur

bulent. Pour ces raisons, on lui préfère souvent la notion de 

"nombre de Richardson global", qui se réfère aux caractéristi

ques moyennes de l'écoulement : 

H~f 

u,_( 

J.( = f{-{J- f!rJ 

Cette dernière formulation présente en outre l'intérêt vis à 

vis de la modélisation numérique de ne pas avoir l'effet déstabilisant de 

la précédente, du fait du rapport de gradients vertic~ux, toujours délicats 

à calculer avec précision. 
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M~lange horizontal 

On se réfère généralement aux travaux de Elder, qui en éten

dant la théorie de Taylor établie à propos de l'écoulement dans un tube 

(K • IO.R.Vx) aux écoulements uniformes permanents et infinis en a déduit 

la relation suivante, applicable dans le sens du courant : 

t< • 5,93 H Vx 

Cette formule s'écrit encore 

Dans la direction perpendiculaire au courant la dispersion est plus faible 

En utilisant des traceurs dans des rivières sans marée, Fisher 

a mesuré des coefficients plus importants que les précédents, dans un rap

port de 2 à 3, ce qu'il attribue aux gradients horizontaux de vitesse. 

Les phénomènes de marée ayant une période beaucoup plus longue 

que les processus turbulents, on généralise habituellement les résultats 

précédents ~ux estuaires. HOLLEY, HARLL~ et FISHER ont montré que 

la dispersion dans ce cas se reliait au rapport T/To où T est la période 

de la marée, et To une période caractéristique du mélange, perpendiculaire

ment au courant. Les dimensions latérales des .estuaires étant généralement 

très supérieures aux dimensions verticales, la période To caractéristique 

du mélange latéral est tîès supérieure à celle qui concerne le transport 

vertical. 

Ils citent par exemple, le cas du DELAWARE 

T ...... 00, 
ïâ 

.1 

t..~ 

T "'- .../) 
-r; 
~~....w 

, 
l 
l 
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Ce qui démontrerait que les gradients latéraux de la vitesse 

ont un effet négligeable devant les gradients verticaux, et que en dehors 

des estuaires dont les dimensions latérales sont très réduites, la relation 

de Elder serait encore applicable en utilisant la valeur arithmétique moyen

ne de la vitesse (soit 2/ï(fois la vitesse maximum). Par ailleurs, confor

mément aux expériences de Fisher, on introduit l'effet des irrégularités de 

l'estuaire en multipliant la formule de Elder par un facteur d'environ 3. 

Soit (59) 

Application à la Seine secteur large du Havre ) : 

U 1 m/s 

H = 15 m ~ ~x= 6,6 m2/s 

C 80 MKS 

Les relations précédentes ne sauraient fournir plus qu'un or

dre de grandeur des coefficients de mélange. Ceux-ci étant fonction d'un 

grand nombre de facteurs tels que la morphologie de la côte et du fond, les 

caractéristiques des courants, des sédiments, de la stratification, de l'ac

tion du vent, des vagues, etc •.• , leurs valeurs numériques ne peuvefit être 

généralisées simplement, sans avoir recours à la mesure. Mais ici encore 

il faudra être très précis quant à l'analyse qui sera faite des observations. 

On a vu en effet que selon les hypothèses faites, qui se tradui~ont par une 

simplification du système de NAVIER~TOKE~ les coefficients de mélange (de 

dispersion) qui s'en déduisent sont susceptibles d'être très différents. 

Pour illustrer ce propos qui découle de la définition de ces 

coefficients, considérons une expérience de marquage d'un volume d'eau 

dans un estuaire étroit mais présentant une aire latérale d' inondation 

(voir page suivante). 

L'étalement considérable de la tache lors du jusant, par 

vidage progressif de la zone latérale, se traduira dans une interprétation 

unidimensionnelle, par une très forte valeur du coefficient de dispersion 

longitudinal. Une interprétation par un schéma à deux dimensions aurait 

conduit à des valeurs plus faibles, pour la même expérience. 
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~--s 2c~-==== P. M. 

de traceur 

B. M. 

P. M. 

v ::::v .... :::: r .... ~ B. M. 

Figure 13 \ ~ 
:7 ... ~ 

Coefficients de ~élange relatifs à la simulation à long ter~e 

Au fur et à mesure des si~plifications successives des équa

tions de départ, par intégrations sur l'espace et le temps, la justifica

tion théorique de ces coefficients devient de plus en plus délicate, voire 

impossible pour l'équation (57) d'advection-dispersion appliquée à une 

phase ?articulière de la marée. On se contentera donc ici de do~~er l'or

dre de grandeur de ces coefficients, que seule la comparaison des résultats 

de calcul et des observations en nature s~ble ?Cuv·oir incii~uer. 

10 < 
Conclusion 

on reprenara à O'CO~~OR et ~c SOw~L: (19i7), le classement apprcxi=ati! 

sui·Tant : 
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E - ~SURE :lU COEITICIE).'T DE D!SP!:~SION HCRIZO~TAL ;)A.'iS 

L'ES!rAIRE DE L~ SEL'iE 

Ainsi qu'il a été démon:ré plus haut, l'approche théorique 

de la définition des coefficients de diffusion et de dispersion esc em

barrassante et ne peroet pas leur détermi~ation analytique précise ; on 

a donc généralement recours à la mesure en nature. De telles mesures se 

sont multipliées depuis quelques années, le plus souvent par obse~<ations 

de l'étalement de taches marquées par un indicateur coloré ou radioactif. 

Des synthèses ont ainsi été publiées qui pe~ettent une connaissance à 

priori de l'ordre de grandeur de ces coefficients (O~J30, 1963). 

Les quelques valeurs qui suiven: sont issues de la biblio

graphie (~inistàre de l'Equipement, 1975). 

~.i<ii t~rranée 

"l.;cit~r~an4e 

~ne he 

Pad!~t;ue 

P:~ei!iC!UC 

Hlancit;ue 

~rseilh (Cor:iou) 

Ma~seille (Cor:iou) 

Cap de la Hague 

Japon (baie de Jae~i) 

Japon (Ariake ~ay) 

Cap Kennedy 

Ounwteh (~E ~e Lond~es) 

21 :ars 1973 

19 juillet 1973 

11-12.:nai IS64 

fén. 1952 à c!ée. 1963 

24 urs 1966 

1965-1966 

197:3 

Ky • 0 , 028 œ2 1 s 

Ky • 0,016 z2/s 

• 0,3 l 6 z2/s 

• 0,02 à 0,2 zZ/s 

~ • O,OS 1 0,57 :Zfs 

Ky • O,ù3 1 18 : 2/s 

lx • Ky • 0,04 z;/s 

Iz • I,J 1 19 t:::~.Zfs 

Iy • 0,08 à 0,12 zl/s 

SCC.U:.l.li 

SOC'a.E.I.H 

~AC:~7HE ec ~\ 

~~kL~A - !:CH e: SAKAC!SHI 

tloW\I, t:ICUE e c !i!CUCHI 

CKllBO 

Toutefois, ces coefficients re;lë:ent èes csractéristiques 

locales (hydrodynamique~ ~orphologie, strati!icaticn, ~ét~orolcgia, etc ... ) 

çui ne so~t âvide~ent ?as transposables à d'autres sec~eurs, une ~esure 

sur le sit:e concerné et pour des conditions fluviales, oc~aniques, et :::é

téorologiques bien défi~ies s'avère i~dispensable à la con~aissance ?récise 

cie ces te~es. 

!rois expérie~ces de ~arquage ?ar la r~oèaoi~e cnt dcnc été 

ef:ec:uées dans l'es:aaire de la Seine e~:re le 15 et le 22 jui~ !9i8, par 

'1 
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TABLEAU 2 CONDITIONS EXPERIMENTALES 

N° D'EXPERIENCE I II III 

DATE 15-16 JUIN 1978 20 JUIN 22 JUIN 

COORDONNEES GEo- 49°28'50" N 49°22'40" N 
GRAPHIQUES DU : _ _; ___ > que I 
POINT DE REJET 2'30" E 3 • E 

HEURE 
D'IMMERSION 8h Smn 30s 1h 41mn SOs 2h 39rnn ; 

DUREE de . 
L' IM.'VIERSION lrnn 40s 2rnn lOs 2rnn 

PROFONDEUR DU 
POINT D' IM.111ER-
SION 1,50 m 1,50 rn 1,50 m 

DUREE DE L'EX-
PERIENCE 18 h 20 h 12 h 

.. 
MASSE DE RHODA- -
MINE H!MERGEE 30 kg ~ 1 kg 9 kg 

COEFFICIENT DE 
MAREE 48 - 49 - 52 86 - 91 - 96 101 - 103 

P.M. 6 h 07 mn 22 h 45 mn 0 h 29 mn 

HEURE DES B.M. 12 h 54 mn 5 h 34 mn 7 h 24 mn 

MAREES P.M. 18 h 43 mn 11 h 10 mn 12 h 55 mn 

AU HAVRE B.M. l h 28 mn 18 h 03 mn 19 h 49 mn 

P.M. 7 h 19 mn 23 h 37 mn 

P.M. 21 h 50 mn 

HEURE DES B.M. 5 h 28 mn 

XAREES A P.M. 10 h 15 mn 

TROUVILLE B.M. 17 h 55 mn 

P.M. 22 h 42 mn 

VENT ET ETAT TEHPS ET MER TEMPS ET liER VENT FORT ET 
1 DE LA MER CAL!1ES CALMES HER AGITEE 

1 

B.!1. basse mer P.M. pleine mer 
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le Service d'Application des Radio-éléments du C.E.A. Ces expériences 

réalisées au large de Deauville et du Havre sont décrites en détail 

dans le rapport C.E.A. N° Tl3/FT, et ne seront reprises iëi que très 

succinctement : 

.Après une inj ec ti on considérée ins taatanée, une embarca

tion (Vedette Quillebois du P.A.H.) chargée de la détection a traversé 

le nuage alternativement dans les directions longitudinales et trans

versales, à vitesse aussi constante que possible (2 m/s). Les analyses 

en continu par fluorimétrie ont eu lieu à trois immersions différentes, 

mais les écarts de concentration selon la verticale s'étant révélés 

importants eu égard au nombre de points de prélèvement, l'interprétation 

des résultats n'a pu être conduite que dans un schéma de circulation bi

dimensionnelle en plan horizontal. L'interprétation de ces expériences 

a donc conduit à déterminer les coefficients notés plus haut Ex et Ey. 

En fait, les courants étant giratoires, ées coeffi~ients seront distin

gués dans la direction du courant, et dans la direction perpendiculaire 

et non pas dans des directions figées. 

Dans une analyse lagrangienne, (repère animé d'un mouvement 

identique à celui du centre de gravité du nuage) la solution de l'équa

tion (43) où Ex et Eyne sont considérés que comme dépendant du temps, 

est alors 

c 

L'ajustement des courbes réelles d'égale concentration, à 

cette solution théorique, au moyen de la concentration au centre de gra-

vité, et de l'écart type (Ex = 1/ .2 E,. r ) permet de déduire les fonc-

tions Ex(t) et Ey(t). 

Les points expérimentaux présentés figures 14 à 17 montren 

une assez grande dispersion des résultats, avec toutefois pour l'expé

rience ayant eu lieu au large de Deauville, une croissance assez régulière 

au cours du temps, c'est-à-dire une augmentation de la taille du nuage et 

aes coefficients d'échange d'ordre de grandeur suivant 

l 
l 
l 

-l 

~ 
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Ex 

Ey 

L'évolution de ces coefficients au large du Havre en grande 

~ve Eau, est beaucoup plus irrégulière, avec des valeurs atteignant 

12 m2/s dans le sens longitudinal, et 6 m2/s dans le sens transversal, 

les valeurs moyennes se situant aux alentours de 4 et de 2 m2/s respec

tivement. 

On obse~era que l'ordre de grandeur fourni par la relation 

de ELDER est assez bien respecté. 
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IV- MODELES MAThEMATIQUES DE L'ESTUAIRE DE LA SEINE 

(ciydrodynamique, Dispersion, quelques aspects sédimentologiques) 

A - CHOIX D'UN PROGR.A.."ü-1E DE ~ODELISATION 

Lors de la définition du programme d'étude du S.A.U.H. de l'es

tuaire de la Seine, des lacunes considérables étaient apparues quant à la 

connaissance acquise des phénomènes de circulation, de dispersion, ou de 

sédimentation-érosion. En outre, l'estuaire de la Seine ayant été soumis à 

des modifications brutales, les études réalisées par le passé apparaissaient 

susceptibles d'être périmées, et devaient être mises à jour. 

Le problëme mathématique de la simulation des phénomènes es

tuariens se situant d'un point de vue mathématique, comme il a été exposé 

plus haut la preoière étape de cette étude consistait à définir, compte 

tenu des moyens informatiques disponibles, les types de modèles qui seraient 

les ~ieux appropriés à reproduire les phénomènes naturels mis en cause, 

pour contribuer à leur compréhension, et apporter des éléments de réponse 

aux problèmes qui se posent. 

1 -Caractéristiques générales du secteur d'étude 

Disparité verticale 

En estuaire, l'eau douce d'origine fluviale, plus légère que 

l'eau de mer, tend à s'écouler en surface, tandis que l'eau de mer, plus 

lourde, pénètre dans l'estuaire préférentiellement sur le fond. Ces eaux 

perdant progressivement leurs caractéristiques initiales par mélange tur

bulent donnent lieu à des phénomènes complexes, mal connus en Seine, qu'il 

faudra s'efforcer de reproduire avec un maximum de fidélité. Le degré de 

stratification des eaux fixe ainsi les limites de l'hypothèse de quasi uni

formité verticale, qui sanctionnera la possibilité de reproduire la dyna

mique de l'estuaire par un modèle "intégré' sur la verticale''. 

Indices àe stratification 

Un indicateur simple et largement utilisé du degré d'homogé

néité verticale des eaux est le rapport Ro du volume d'eau introduft ?ar la 

marée èurant le flot, au volume total d'eau douce pénétrant dans l'estuaire 

.. 
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pendant la période de la marée. 

Ce calcul, effectué au niveau de Honfleur, à partir d'un simple 

modèle unidimensionnel réalisé au préalable (SALOMON, 1976) indiquait, pour 

une condition de débit fluvial relativement important de 675 m3/s (soit 

40% de plus que le débit moyen), les valeurs suivantes : 

Coefficient 70 

Coefficient lOS 

Ro =- 4,2 

Ro ""' 5,3 

Ces indices classent la Seine à la limite supérieure des es

tuaires partiellement mélangés. 

Un autre indice, le rapport entre l'énergie dissipée par frot

tement et le gain d'énergie potentielle de l'eau douce au cours de son mé

lange confirme ce résultat, il vient (SALOMON, 1976) : R = 250 (Q = 675 m3/s). . e 

Ceci signifie (IPPEN, 1966) que la variation relative de sali

nité sur une verticale, au niveau de Honfleur serait d'environ 10 à 15 %. 

L'estuaire de la Seine apparait donc assez bien mélangé à cet endroit. 

Aussi utiles que puissent être ces indices de classification qui 

permettent à priori de connaître les grands traits de la circulation dans 

l'estuaire considéré, il est bien certain qu'ils ne peuvent se substituer 

à la mesure in situ de la structure verticale des salinités et des courants. 

Observation de la structure verticale des vitesses 

Une série de mesures de la structure verticale des courants 

dans la région de Fatouville (P.K. 350), réalisée par le Laboratoire d'Océa

nographie Physique de l'Université de Brest (SALOMON, 1976) entre le 18 et 

le 28 avril 1975, indiquait une structure verticale assez régulière, reflètant 

peu l'influence des gradients de densité, sinon au voisinage des renverses. 

Une approximation des profils observés par fonction logarithmique ou puissance, 

de la cote z, conduisait aux valeurs suivantes 



73 

Malheureusement, des mesures cie salinité n'accompagnaient pas 

ces observations de courant. 

Il apparaissait au debut des études du S.A.U.M. que dans le 

secteur ·habituellement friquenté par le gradient de salinité (Le Javre

Caudebec) la structure verticale des courants laissait entrevoir une stra

tification faible et que au-delà vers le large, les courants devaient être 

assez semblables de, la surface au fond. 

Cette dernière opinion pourrait être tempérée aujourd'hui, à 

la lumière des résultats de ces études (mesures de courant, trajectoire de 

marqueurs colorés, et résultats du modèle), et de la campagne d'étude de 

la baie de Seine (par le Centre Océanologique de Bretagne) ; il semblerait 

que le système estuarien àe la Seine se situe plus au large que ce qui 

avait êté supposé initialement, et que des circulations résiduelles assez 

nettement diffé~enc~ées existent parfois au large du Havre. 

Le rapport "Programme d'étude du milieu marin" (SAUM) faisait 

en 1977, le bilan des connaissances : 

<< L ' ' 11 . d 1 ' . d . . osc1 at1on au cours e a maree peut atte1n re une Vlngtal-

ne de kilomètres. 

En période de débits fluviaux, élevés cette limite amont de 

l'intrusion saline semble se situer au P.K. 340 environ. Halgré le carac

tère incertain de ces limites, qui sont basées sur des données incomplètes 

on peut penser que la zone soumise à la circulation résiduelle (de ~ensité) 

si celle-ci se manifeste dans la Seine, s'étend de l'embouchure au P.K. 340 

d. 320 selon le débit fluvial. La zone du "point nodal", ou zone où les com

posantes horizontales des vitesses résiduelles au fond convergent ou s'an

nulent, se situerait donc, si l'on se réfère à ces données, entre les P.K. 

320 et 345 environ. Ces estimations sont simplement citées pour fixer les 

idées, car a.cune donnée n'existe en Seine pour cerner les mouvements ré

siduels d'une façon globale.>> 
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2 - Definition des types ae modèles envisagés 

Compte tenu de l'estication pr~alable de la circulation dans 

l'estuaire et des outils de modélisation existant à l'heure actuelle, il 

a été aéciaé de représenter l'estuaire par 3 modèles de type différent selon 

les secteurs étudiés, à savoir : 

1 -A l'amont du P.K. 305 (soit environ 15 km à l'amont de la 

limite de pénétration saline), un modèle unidimensionnel représenterait 

toute variable décrite en fonction du temps et de l'abscisse par sa valeur 

moyenne dans une section perpendiculaire aux rives (U, ~ , S, C ••• ). 

2- Le secteur situé entre ce P.K. 305, et l'extrémité aval 

des ciigues qui encadrent le chenal principal (P.K. 365) est le secteur le 

plus concerné par les phénomènes de stratification qui résultent du mélan

ge aes eaux douces et salées. Sa largeur est faible, elle augmente d'amont 

en aval depuis 3üU m au P.K. 305, jusqu'à 1 100 m aux environs de la bali

se A, pour la partie comprise entre les digues. On représenterait donc ce 

secteur par un modèle intégré sur la largeur, c'est-à-dire que toutes les 

variaoles calculées (U, W,), S, C, ••• ) le seraient en f~nction du temps, 

de l'abscisse et de la cote (excepté pour)). 

3- La partie externe de l'estuaire ne peut de toute évidence 

être représentée autrement que selon les axes horizontaux. D'une manière 

idéale on devrait également conserver la dimension verticale, ce qui con

duirait alors à réaliser un modèle à trois dimensions, plus le temps; On 

a dit plus naut le travail considéraole que cela représenterait, et les 

réserves que l'on devait faire, encore actuellement pour ce type de modèle. 

Dans le cadre oe cette étude il a donc été décidé de ne pas représenter 

les gradients verticaux, et de confectionner un modèle en plan horizontal. 

Les variables U, V, ) , S, C sont donc calculées dans l'espace (x,y,t) à 

l'aide de leur valeur intégrée sur la verticale. 

On se réservera en outre la possibilité de développer ultérieu

rement ces solutions sur la coordonnée verticale, ainsi qu'il a été exposé 

au paragraphe ~e, réalisant ainsi pour quelques points particuliers un 

pseuao modèle tridimensionnel. 
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Le secteur Honfleur - Le Havre (méridiens 3 à 15 environ) est 

particulièrement délicat à modéliser ; il est à la fois suffisamment large 

et de relief tourmenté, pour requérir une simulation en plan horizontal, et 

sans aoute le siège de stratifications assez notables pour nécessiter une 

simulation en plan vertical. Cette difficulté a été résolue en profitant 

de la prése~ce aes digues qui bien qu'étant subme~sibles (côte 5 m à Hon

fleur, et seulement 3 m à la balise A), forment une barrière latérale assez 

nette pour que la simulation en plan vertical entre les digues soit admis

siole. On a donc réalisé un recouvrement de deux types de modèle (plan ver

tical et plan horizontal) dans le chenal, sur toute la longueur de la digue. 
1 

~ora (voir figure 19 ) 

Les deux zones situées au ~ord de la digue Nord, et au Sud de 

la aigue Sud, n'ont été représentées, dans la version actuelle des modèles 

que par une schématisation en plan norizontal. Dans le futur, si le besoin 

s'en faisait sentir, ces .· secteurs lat~raux pourraient également être si

mulés en plan vertical, avec une approximation satisfaisante, puisque les 

chenaux orientés Est-Ouest sont nettement délimités par les digues, la côte 

et les bancs de sable. 

Fonctionnement simultané des trois modèles 

Ainsi qu'il sera précisé plus loin, un modèle a besoin pour 

fonctionner que lui soient fournies les valeurs des variables à calculer, 

sur les limites ouvertes. Ces "conditions aux limites", devront bien sûr 

être suffisamment éloignées du domaine géographique étudié pour être indé

pendantes ci.es phénomènes modifiables à l'intérieur âu secteur d'étude, sans 

quoi le modèle n'aurait plus d'intérêt prévisionnel, mais seulement descrip

tif et éventuellement explicatif. 

Dans le cas de modèles juxtaposés les conditions sur les limi

tes qui servent de frontière entre plusieurs modèles n'ont pas à être connues 

au préalable, elles r~sultent des solutions obtenues dans chacun des modè

les. Seules doivent être fournies les conditions sur les limites extérieures 

de l'ensemble aes modèles. 
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Le cas de l'estuaire de la Seine, schématisé comme il vient 

d'être décrit, est très ~élicat puisque d'une part la frontière entre les 

modèles 1 et 2 correspond à une rotation du plan de calcul (x,y en x,z) et 

que d'autre part, les modèles 1 et 2 se recouvrent. La difficulté a été 

résolue en faisant fonctionner alternativement les modèles 1 et 3, puis 

le mo~èle 2: .· 

Pour chaque intervalle de temps, le domaine entier est tout 

d'abord repr~senté par les deux modèles intégrés sur la verticale (égale

ment sur la largeur pour l'estuaire amont). Après quoi les solutions ob

tenues aux limites du modèle ~o 2 sont partiellement développées sur la 

verticale (ainsi qu'il sera détaillé plus loin), ce qui permet à ce modèle 

ae reprendre les calculs ùans le plan (x,z) et d'assurer ainsi le recou

vrer.lent désiré. 
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B - !100ELE DE L'ESTUAIRE EXTERIEUR 

Les équations relatives à ce type de modèle ont été développées 

plus haut (§ IIC). Pour le cas particulier de l'estuaire de la Seine, ces 

équations ont été envisagées sous la forme suivante : 

JU .. U JU .. VJU -/v ... id'> ~ i!!. !!_ -~-
~ Jt Ji -r;: 2{' ()'J. 

jJ_+-u!Y_ +V~V rfU ~}!!_ + jl!. )f. q vVutt-Vl ~ 
dl: h 7f ~1 Zf' )~ ~ '(:tH 

)) r J(HU) ~ J(HV) = 0 

Jt d"t. J ( 
~{H5) J(ftU5) J{I-FV5) &(HE,. ~z<;) 

1- .f - =0 
Jt Jx dÏ ~x 

?: ~ = .. (c c, (V -u) V (V- U? ~ ( 7.!- v l 

On retiendra du développement mathématique qui a conduit à ce 

système qu'il ne suppose nullement que la vitesse soit identique de la sur

face au fond, ainsi qu'on peut le lire parfois. 

~- SC~~ NUMERIQUE 

Diverses méthodes numériques adaptées à la résolution de ce 

système ont été publiées depuis une quinzaine d'années environ, qui rele

vaient initialement toutes des différences finies. Actuellement, on assiste 

à l'apparition progressive d'autres techniques dites a~t éléments finis, 

qui ont l'avantage de proposer des solu:ions très él~gantes aux problèmes 

des grilles variables, mais qui étant par essence m~e ~plicites ~e seo

blent pas (à la connaissance ae l'auteur) pouvoir rivaliser avec les métho

des aux différences finies, du poi~t de ·rue des temps de calcul. Ces der

nières techniques continuent à progresser et permettent désormais d'utili

ser également des ~ailles polygonales irrégulières (r;L~C<ZR, 1979). 

(61) 

(62) 

(63) 

(64) 



79 

Par ailleurs, l'expérience acquise dans l'emploi des différences 

finies est aujourd'hui considérable, de nombreux schémas ayant été étudiés 

sous l'angle àes perturbations numériques, ce qui constitue un argument im

portant dans l'optique de la prJsente étude, intéressée plus aux indications 

physiques que l'on peut retirer des simulations, qu'à des recherches d'ana

lyse numérique proprement dite. 

Sans avoir nous-même expér~ment~ chacun des schémas de diffé

rence finie applicables à notre problème et publiés dans la littérature 

(i1ASrl-~R&~DBS, 1~75 ; ~~SE~, 1966 ; HEAPS, 1969 ; LEE.~ERTSE, 1970 ; .•• ) 

nous nous sommes fondés sur les commentaires publiés par les auteurs et sur 

les études comparatives (RONDAY, 1976) pour fixer notre choix sur une métho

ue en airections alternées introduite par PEACE~~. RACHFORD et DOUGLAS, et 

appliquée au calcul des marées littorales par J.J. LEENDERTSE. Le schéma 

numerique correspondant a été abondamment décrit par LEENDERTSE (1967, 1~7ù, 

1~72), nous l'avons cependant légèrement modifié pour ce qui est de la forme 

donnée au terme ae frottement, l'adjonction d'un terme de viscosité et d'un 

ter~e ae gradient àe densité, ou pour reproduire des phéno~ènes particuliers 

tels que les aigues submersibles et les brêches qui y sont projetées ou déjà 

réalis~es. 

Le scnéma utilisé est aécrit ci-après 

!-laillage 

La grille de calcul est relativement complexe,. par le décalage 

aes points de calcul du niveau de l'eau : >• des composantes U et V de la 

vitesse, et de la concentration S ou plus généralement C. Ceci permet une 

meilleure approximation des aifférentielles par des différences finies cen

trées, tout en réduisant autant que possible le pas spatial~ligure 20) 

Outre ce décalage dans l'espace, le schéma introduit également 

un aécalage dans le temps des composantes U et V cie la vitesse ;~i sont 

calculées alternativement tous les demi pas de temps : 

') 
u 

c. 
v 

) 
u 

v 
c. c 
~------A~------~ 

( 

'Ç 
v 

c. 
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J+ 1 

_j 1 l 
1 l 1 1 1 

U· ~ 
1 1 ill tl 

J i n-r,-
_ ...... "'--+X __... I ,. X l_ 

J-1 l l t l l-1-i-
I ~ 'î I 1 I ~ 1 1 I + 2 

e ~.S. C. 

C> u 
Point5 de calcul 

* H 

À v 

1igure 20 : Détail de la grille utilisée pour la résolution numérique 
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Ceci correspond à la résolution alternée âes équations 60 

et 61 , puis 61 e~ 62 tous les âemi pas de temps, utilisant pour 

les composantes de la vitesse des expressions tantôt implicites et tantôt 

explicites. 

En introduisant les notations opét.ltorielles . suivantes 

F ~,; 1 ~fn f) A •_, H} 1 mAt-) ~ F(r r -J }.!>x, .1.<\~,"' M )] 

f F = -t f F(c:r•±) t.", .r6~ 1 .., M} - F{II- f}Ax, :r .<11, "' M- )1 
% -M 1 

F : t [ F{(r•f:)6"_, Cl•tJt•1_,~h.!-) + F{{I•i}A• JI-±)!>'(, ..._.<If) 

+ F(r I-f.J.<~•i;r •f}6~,-d~. F{cr-iJ.<I~ c :r-t JA~ 1 "' .u J] 

~ F :: Jf [ F(nx 1 u, J ("'.,.{)Ar} - f( r., _, J.l:t-_,,., M-~ 
p+ = F { lA:r./ J t>1 J r. t-1_ Jt>l:-) 

F- = F( It.-r./ JhJ/(;JI.'i) 6t-) 

F 7• -f- [Ffu,, Td 1l"-t)M) ..,.. F( H•; J"t>11 "' ~~.,.~ 
le système (60), (61) et (63) sera explicité comme suit 

_ ( ?; - -- Ï' -t - Ï -x 
~ u _1 v +- v.,. è: u_ .,. v ~ L!. .,. 1 3~ > .;. ( 2- ~ >- ) ~ s . T 

- L. (65) 

... ct ue- ( v_~ ~ Vi;~ ... s~ • è;... + é r~ f_ u- + d J. v) - 0 
(/ ( t' + "f) { E): ,. t'(~ "r~ ) ~; 1: ~- 1 ~ -

( ;t.+ li :r / t?1 ) 
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= 0 (66) 

t ( s ( ~ -rn) + 5% ( < -!'S-'" Y:.; u~ s+x.) ~ ~ ( ( t" T )~ v 5"1 ) 
~ 

(67) 

=0 

Ce système permet le calcul des inconnues U./ > et 5 au temps t-3, 

c'est à dire{hltt)6t- à partir des solutions aux instants t,_(,.,.6t-) et é"~(-?t-f)Aé-. 

On observera avec CUNG~ (1977), que les termes d'advection 

qui figurent dans l'équation cie la continuité ne sont pas centrés dans le 

temps. Pour un intervalle ~t complet, il vient : 

4 [u··~ (fi+~+ H" J~ 
~" 
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Il importera donc que le pas d'intégration soit assez petit 

pour que l'erreur introduite soit faible ( Ht:~ H~~~} 

Dans le cas contraire, CUNGE propose une expression plus ri

goureuse cie ce terme, dont l'inconvénient est de conduire à une matrice non 

tridiagonale,_ ce qui complique la méthode de résolution. 

Dans l'expression ( 65) les deux derniers termes représentent 

respectivement l'effet du gradient horizontal de densité (par différence 

ae salinité) qui n'avait pas été pris en compte par LEENDERTSE, et un terme 

cie viscosité que l'on appelle fréquemment "pseudo-viscosité", dont le rôle 

est cie dissiper l'ênergie de faible longueur d'oncie générée par les termes 

non linéaires, et que le modèle ne peut reproduire en dessous d'un certain 

rapport À/~x. Cette dissipation artificielle reprend la forme des termes 

de viscosité et de cisaillement (~ IIC), mais sa justification est toute 

autre. On veillera à aonner a E des valeurs suffisamment faibles pour que 

le lissage aes grandes longueurs d'onde qui en résulte également soit insi

gnifiant. Il a d'ailleurs été vérifié que la condition f= 0, ne conduisait 

pas à des oivergences, mais que les solutions étaient seulement "troublées" 

par une oscillation-de haute fréquence, gênante quant à l'exploitation des 

résultats, mais sans conséquence sur la stabilité du schéma. Ce défaut au

rait pu être éliminé par un si~ple lissage des résultats lors des sorties 

6rapniques ou numériques. 

Un type particulier d'oscillations de faible longueur d'onde 

est apparu dans l'application à l'estuaire de la Seine, qui nous a incité 

à recourir à une technique de ciissipation particulière : 

LE~~DERTSE (1972) a démontré que le schéoa de résolution cie 

l'équation de continuité (62) était conservatif, sur un ~t complet, du 

point ue vue de la masse et de l'énergie potentielle, dans le cas où la 

profondeùr ~tait constante. Dans le cas contraire, qui nous concerne ici, 

on observe une oscillat'on des courants qui se traduit par des tourbillons 

de longueur d'onde 2 ~x. localisés de chaque côté des digues qui bordent 

le chenal, là où précisément les variations de profondeur sont les plus 

marquées. Comme signalé par LEE~ERTSE, la phase de la marée la plus cri

tique se situe peu après la Pleine ~er, lorsque les courants sont faibles 

et que 1' effet stabilisant du ter:ne de frottement s'atténue. Le cas. parti

culier de l'estuaire ae la Seine, où la tenue du plein aure quelques heures 

est de ce point de vue très défavorable. 
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~liminer cet effet numérique aurait pu se faire par filtrage 

(LEE~DERTSE), ou encore par accroissement du coefficient de pseudo-viscosité, 

nous avons préféré codifier l'expression du terme de frottement pour cieux 

dissiper l'énergie de ces tourbillons. 

L'expression utilisée par LEENDERTSE pour exprimer.la perte 

~'énergie par frott~ent au point (I + -}-, J) était la suivante : 

1 ut-Vu: .. v~ 
("~~~T) (exJ<-

1 1 

J +Y2--+-- L----j ---J-
;f. 4\ 

( 1 1 , 

J • 

1 

L 

J- 1;z---+ --+""- !=- / --+--
-......:---

Figure 21 

1 
1 

1 1 ... 1'2 

Tourbillon généré par le sch~a numérique. 

C> u 
Â v 

1 Dans le cas d'un tourbillon centré sur le point (I + ---2-, J) 

les valeurs ue la composante V du courant, aux quatre sommets èu quadrila

tàre (ici carré) entourant ce poi~t : I, I + 1, j --±-et j + ~-' sont 

à peu près opposées de~~ à deux, et donc telles que leur ~oyenne V est très 

faible. Il s'en suit une ?erte d'~nergie très faible, et donc une mauvaise 
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atténuation de cette oscillation. 

Nous avons donc substitué au terme v2 le terme : VL 

qui est peu différent du précédent lorsque les composantes V sont quasiment 

identiques en chacun des quatre points cités, mais devient trè supérieur 

si ces composantes ont des signes opposés. 

Il a ainsi été possible de diminuer l'intensité de ces tourbillons 

en dessous d'un seuil acceptable, sans qu'il soit nécessaire d'augmenter le 

coefficient de viscosité. 

Une correction semblable est appliquée au terme de frottement pour 

la composante U du courant, dans le système qui permet de progresser depuis 

l'instant t 3 jusqu'à l'instant t 4 (calcul en colonne). 

Procédé d'intégration 

Le développement de chacun des termes des équations (65) et (66), 

en faisant apparaître les variables inconnues U et> au temps t 3 (noté 3), 

conduit aux relations 

=~ , 

où, pour simplifier les notations, les indices fractionnaires ont 

été réduits à leur partie entière. 

j 

j 



... 

86 

\. 
+ Vl . ) 

:rt-1, J'·• 

On peut alors écrire le système précédent pour tous les points de calcul 

appartenant à la ligne J, on obtient ainsi une matrice tridiagonale dont la réso

lution est particulièrement simple et rapide: 

....... 1 ... 

... ........... 

0 ' ' ..... .... 

:a '• 

>3I ~ 1 tL . I·1 I _cp c.. :D U3 cy;; 
::! I 

-CL 1 a )31•1 13:.1 r n1 

0 -.1) î~1 fD u~tt 

..... 
..... 

..... ... ... .... .. 
' ... . ... 
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L'équation (67), d'advection-dispersion pour la substance C, s'écrit 

cs 
:r,~ 

-'t -;z:. 

+ U3 ( ~ T <f" )J ).;t 
~.1 u I,) t 

-x. -} -" -'t 
_J.(c~ ... c~ )Vz {~ <f" )z ) + --t(~ 'f>rz )vz (c.J. 

2 'l,:Sr1 l','l .1,! :J,'S I,:S .2 I,j-f I,S-1 l,'S-1 .J.,J' 
,.c..z ) 

.r,'S-1 

-X -'j-
- _:!_ ( T::s-t -t rz ) f..t (c .. ~ ... _ c.J 

1
) 

!:,'t • 1,!·1 I,!·1 ••• .J.,J'· . 

Comme signalé plus haut, l'équation (42) a été préférée à l'équation 

(43) qui ne possède pas de propriété intégrale. 

Ici encore, ces relations affectées à chacun des éléments de la ligne 

J, peuvent se regrouper pour former un système matriciel aisément soluble: 

' ... 
.......... ... ... .... ... ... 

'0 '0 ~ c 3.r-t J;_"l 1:!.,_ .x-1 Z-4 

f~ Q!-1 1èr·1 C3.r·i J.r-1 
Cfi Q 5t (3 - 'h r J :r -

q;d Q 'R C3 h+1 I•1 
.r-t1 :r+-t 

' 
....... ... 

' ........ 
' 

' 
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Les relations précédentes permettant le calcul des inconnues (U, 

), C) au temps 3 sont implicites pour ce qui concerne les inconnues situées 

sur la même ligne, mais seulement explicites pour les inconnues appartenant 

aux lignes adjacentes. 

La progression des calculs depuis le temps 3, vers le temps 4 

s'opère de manière analogue en substituant les lignes aux colonnes, et en 

calculant les variables V, ) etC. 

Traitement numérique des frontières 

1i~i~~!-i~~~!~21~~ 
Les limites fermées du domaine d'intégration, c'est-à-dire la 

côte et les ouvrages artificiels tels que les digues, sont délimitées dans 

le modèle par une série de segments rectilignes de direction Ox et Oy, et 

de longueur ~x et ~y. Ces segments joignent les points de coordonnées 

(I + -!- , J + -i-) où sont affichées les valeurs de la cote du fond : h 

(voir exemple). 

~ lv ~ iY .~ v 

J+1 
~ u ~ v ~ u ~ v 

~ ~ v ~ v ~ v 

J 
~ u 1 v r v r u 

Figure 22 
~ 1~ v ~ v 1~ v 

1-1 
~ v r u ~ u ~ u 

v ~ v ; v T v ' Perpendiculairement à ces limites, le débit est habituellement nul 

(U ou V nul), mais peut être défini par une formule explicite quelconque. 

11mi~~-~Y~!~~~ 
Les frontières ouvertes (fluviales ou marines) sont également 

définies par une série de tronçons rectilignes de longueur ~ et ~y, mais 

centrés sur les points de calcul du niveauf, si la condition imposée sur 

cette limite est exprimé~ en termes de niveaux, ou bien centrés sur les 

points de calcul des composantes de la vitesse si la condition aus limites 
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est exprioée en ter.Des àe vitesse ou àe débit • On se trouve ramené, dans 

ce de~ier cas, au trait~ent des frontières fe~ées. 

~~S!~~~~~!~~s~ 
Ce modèle est parfaite~ent applicable à un domaine de géométrie 

variable avec la hauteur d'eau, lorsque des secteurs géographiques, de 

taille comparable à la surface d'une caille de calcul, se trouvent alterna

tivement inondés et exondés au cours de la marée. LEE~~E~!SE (1971) a indi

qué comment pouvait se dérouler la procédure numérique, en testant au long 

aes calculs, mais à des intervalles cie :~ps supérieurs au pas d'intégration 

à la fois la hauteur d'eau dans une maille (détection d'une zone émergeante) 

et chacune des sections d'écoulement pouvant transmettre de l'eau dans ou 

hors de cette :naille (détection de li.t::!ites imperméables). Il en résulte éven

tuellement une séquence de modification des limites fermées du modèle, apr~s 

quoi le calcul est repris selon le même schéma que précéde~ent. 

La proAimité des li:nites (ouvertes ou fe~ées, fixes ou variables) 

entraine des :nodifications du schéma de calcul, certaines grandeurs n'étant 

plus accessibles parce que situées en dehors de la zone d'étude, ou bien ont 

perdu toute signification. On a donc défini un code, assez analogue à celui 

de ~~Sn et 3RA~~ES (1971), qui per~et d'effectuer de oanière totalement au

tomatique tous les tests concernant le traitement particulier des points 

frontière. 

Ce code assure également la généralité du programme de calcul qui 

peut ainsi être.appliqué à tout secteur géographique sans aucune modi.fication. 

CJCJCJ[J[J 
[JCJLJGJ[J 
Figure 23 
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A titre d'illustration de la manière dont sont introduites les 

conditions aux limites, l'exemple qui suit concerne les calculs entre les ins

tants t2 et t3, pour une ligne J limitée à gauche par une frontière ouverte, 

et à droite par une frontière fermée. 

Le vecteur X (temps t3) est le vecteur inconnu, le vecteur Y est 

constitué par les variables déjà déterminées aux instants tl et t2 et pour 

son premier et son dernier terme par les conditions aux limites à gauche et 

à droite. 

~ ..... 
.'J(.f) tV(-" 1'(1) IV(t) 1 '$'{!) 

vc;; ,~(~) 1.)(.) 
~p 

Figure 24 

On écrira 

c (1) 0 0 0 0 0 U3(-f) Cj;-· +9J5Jr-1} 

- tlt-t) 1 {1tz.) 0 0 D )3tt) 93 
0 -Cf) crt) ;!) 0 0 U3CZ) cr 

1 (io) o )'5(~) - 93 0 0 -C/.C~). -
0 0 0 -0 Q(3) g ()30) cr 
0 0 0 0 -C1.(J) 1 )H4) :8. -df4)AJff) 

[A] X y 
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L'équation d'advection dispersion conduit à un système :natri-

ciel, également tri-diagonal, mais de dimension plus fai~le. Il s'écrit ici 

Ç) {~) ~ (t) 0 C$ ( è. ) frzJ- fl,J C3 (1} 

9 (-s) Q ('s) )?i(1) C5 C~) f(-s) 

0 Cfr4J ~(4) C1 (4-) f (4)- Ytr~)O(>) 

Las conditions aux linitas sont également introduites dans le 

~embre da droite sous la fc~e du fl~t de matière traversa~t ces limites. 

Tous les calculs exposés ici relativement à la c:mposance U . 
(selon Ox) de la vitesse, à la hauteur d'eau, et à la concentration C en 

une substance quelconque, sont aisément généralisables par pe~utation au 

calcul de V,) et C, effectué cette fois en colonne et à 1 'instant t.
2
t 

après le calcul en ligne. 

De nombreux aspects particuliers de ce procédé d'intégration 

numérique ont é~é publiés par LE~~ER:SE (196i, 19i0 et 19ï5) et ne seront 

pas repris ici pour la clarté et la brièveté de l'exposé. Pour les mêmes 

raisons on n'~~posera pas ici les détails techniques et les difficultés 

d'ordre numérique, info~atique ou autre que l'on peut rencontrer lors de 

l'application de cette méthode. Toutes les inio~ations à ce sujet, ainsi 

que les programmes de calcul sont disponibles auprès de l'auteur. 

Stabilité 

L'approxicaticn en différences finies du système d'équations 

hyper~oliques (siE • 0) aux dérivées partielles (60), (61) et (é2), ne 

peut âtre satisfaisante que si elle vérifie les conditions de ccnvergence 

et èe stabilité. 



Convergence 

Stabilité 

WILF, 1965). 
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on dit que la méthode est convergente si la solution du sys

tème aux différences tend vers celle du système différentiel 

lorsque Àt et ÀX tendent vers zéro. 

une méthode aux différences est stable si les solutions des é

quations sont des fonctions uniformément bornées des données 

initiales pour tout Àt assez petit et tout n Àt fini (RALSTON-

Une autre notion est généralement employée : la consistance, qui 

exprime que chaque différence finie tend vers la valeur de la dérivée qu'elle 

représente, lorsque le pas d'intégration tend vers zéro. 

De par les définitions précédentes, il est clair que la conver

gence entraîne la stabilité, et LAX a pu montrer que réciproquement pour 

un schéma numérique consistant, la stabilité entraînait la convergence, ceci 

dans le cas d'un système linéaire. On envisage donc généralement la propriété 

de stabilité. 

Quelques méthodes permettent de définir des critères de stabilité 

parmi celles-ci citons : 

- La méthode des perturbations qui consiste à introduire arti

ficiellement une modification de la valeur d'une inconnue à un instant et 

un lieu arbitraires (on écrira par exemple r.,l. + 5 au lieu de r.,'I. ) 
et de suivre l'influence de cette perturbation pour exprimer les conditions 

de sa disparition. 

2 - La méthode de HIRT, par une démarche inverse de celle qui a 

permis de définir le système des différences finies, consiste à exprimer 

ces dernières à {'aide d'un développement en série de TAYLOR en notation 

différentielle, et à étudier alors les propriétés du système différentiel 

obtenu, légèrement différent du système initial si les termes d'ordre supé

rieur ont été pris en compte. 

En dehors des critères de stabilité, cette méthode permet 

généralement d'envisager les effets numériques parasites introduits par le 

procédé d'intégration. 

A titre d'exemple considérons l'équation d'advection

dispersion suivante : 
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(D et U constants) 

que l'on peut approcher en différences finies, sous la forme 

(C,...-Ch.) 
-t- U I r:-1 

( .... '"' """ - 1> CI~'f - .2 Cs ... c~ . ., 
~% t :;t 2. 

La méthode de HIRT permet de faire apparaître une expression dif

férentielle plus proche du système aux différences, que l'équation initiale. 

Il vient : 

+ 0(3) 

Les termes supplémentaires sont dits ici diffusion numérique. 

3 - La méthode de VON NEUMANN, très fréquemment utilisée, où la 

fonction solution est décomposée en série de Fourier. Chacun des termes de 

cette série est alors envisagé individuellement pour connaître à quelles 

conditions il serait susceptible d'être amplifié au cours du temps. Consi

dérons par exemple un domaine unidimensionnel (selon Ox) où se déplace une 

onde progressive que l'on décompose en série de Fourier. 

~ ~ ~*' ~(w,_, é- - ~ ;r:) 
; (x,f) ~ L- ) e . 

l)o')'l ~ 

On étudiera le terme d'ordre m
0 

en introduisant son expression donnée ci

dessus dans l'équation aux différences, et en observant la relation obtenue 
~ho et '"(' ~,.t>t-

entre ~ ) 
"""'C) """Il 

que l'on notera d'une manière générale 

Le facteur G est le facteur d'amplification, sa valeur arithméti

que devra être au plus égale à 1 pour que la solution reste bornée, ce qui 

constitue le critère de stabilité recherché. 

1 
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LEENDERTSE a étudié de cette façon la stabilité du schéma numé

rique utilisé ici, tout d'abord (1970) dans une expression simplifiée linéa

risée (sans effet d'advection, de frottement, ni de force de Coriolis), puis 

dans le cas non linéaire, mais en ne considér~nt que les termes d'advection, 

d'inertie et de frottement (1977). 

Equations linéarisées 

En reportant dans les équations aux différences finies correspon~ 

dant successivement au calcul en ligne, puis en colonne, l'expression de l'qnde 

progressive supposée sinusoïdale 

= 
on déduit l'expression de l'équation caractéristique de la matrice d'ampli

fication (G) : 

Les trois solutions de cette équation sont soit égales à 1, pour 

la première valeur propre, soit intérieures au cercle du rayon 1 (ce qui 

se démontre d'après la valeur de~). Il s'en déduit donc que ce schéma, 

appliqué aux équations linéarisées est inconditionnellement stable. 

Equations non linéaires 

Le schéma numérique complet, du fait notamment des termes d'ad

vection, se révèle à l'expérience instable sous certaines conditions. L'étude 

complète des critères de stabilité dans ce cas général est extrêmement dif

ficile et n'a semble-t-il jamais pu être menée à bien. LEENSERTSE (1977) a 

toutefois effectué un calcul approché, fondé sur le fait que des oscillations 

apparaissent principalement par les termes d'advection et sont partiellement 

dissipées par les termes de frottement (on a exposé au chapitre II ce que 

recouvrent ces termes). 

Considérons donc un domaine d'intégration à une dimension spatiale, 

l'auteur donne au schéma numérique l'expression simplifiée suivante : 
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et la propagation d'une onde sinusoîdale de la forme 

i 1 vi en t : . Il A 

( ...(.~'X e_A . .'~x) 
)\ - 1 + At- u e _ / -+ 

~Ax 

où À 
u:~e~ 

-
U'" ;r 

Il s'en déduit 

-1- 6t- U.i. ~ A-:r. 
~ - ~'% 

..-1-r ~ âé-
Z eJ.H 

'Aé-{Uf{ À-r-1) = 0 
2 etH 

~Ât- / U/ 
2-e'I.H 

1 U/ 

La condition de stabilité ( )... ~ 1) se traduit alors par 

condition qui ne peut être qu'indicative compte tenu des approximations 

faites. 

2- Caractéristiaues particulières de l'apulication à l'estuaire de la Seine 

La délimitation du domaine d'étude et des dimensions du maillage 

résultent, bien entendu, d'un compromis entre le désir d'obtenir une infor

mation aussi dense que possible, sur une aire aussi étendue que possible, 

et l'effort de calcul numérique que cela représente. 

.. 
' 
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Outre la zone de l'estuaire proprement dite, ce modèle doit 

recouVTir un secteur assez large pour que les conditions aux limites soient 

indépendantes des phénomènes que l'on sepropose d'étudier. Ceci, tant en ce 

qui concerne la propagation de la marée (courants at niveaux) qui ne devra 

pas être affectée sur ces limites par des modifications des ouvrages por

tuaires, littoraux ou autres, que pour les concentrations en éléments solu

bles étudiés (sels, polluants, ••• ) dont on envisagera des modalités de rejet 

peut être différentes de ce qu'elles sont actuellement. Dans ce dernier cas 

les concentrations sur ces limites devront être soit connues (préalablement 

mesurées), soit négligeables. 

Nous fondant sur les données de courant disponibles au début de 

cette étude (dimension des ellipses et évaluation des dérives·Lagrangiennes) 

relevées en nature ou sur le modèle réduit de l'Institut de Mécanique de 

Grenoble, nous en avons déduit que les dimensions optimales de la zone cou

verte par le modèle, à l'extérie~du Havre, devraient être dans un rapport 

1,5 à 2 (rapport de la dimension ~-S sur la dimension E-W). Par ailleurs, 

le cap d'Antifer semblant être une limite naturelle, il a été décidé de li

miter le modèle vers le ~ord au parallèle 49°41' Net donc vers l'Ouest au 

méridien 15'W (voir figure 25). 

La limite amont étant fixée par l'~~trémité du chenal nord (nord 

de la digue nord), soit environ q~atre kilomètres en amont de Honfleur, le 

secteur d'étude a alors pour dimensions 

25 milles en latitude 

20 milles en longitude 

Quantaux pas d'espace~ et ~y, ils seront choisis égaux, puisque 

l'on n'entend privilégier, à priori, aucune des directions de circulation. 

Compte tenu de la condition de stabilité précédente, le nombre 

des calculs élémentaires, approximativement proportionnel au coût financier 

d'une simulation, est proportionnel à la puissance quatre du pas d'espace. 

On ·mesure l'intérêt d'adopter un pas spatial important. Mais malheureusement 
un pas d'espace grand ne pe~et pas de reproduire assez fi-

dèlement les singularités. de faible dimension géométrique, et par· ailleurs 

le grand intervalle ~t qu'il autorise serait inacceptable sous peine de 

lisser exagérément les phénomènes naturels tels que la pointe de flot en 

Seine. Ce ce der~ier ?Oint de vue une l~ite supérieure du pas de temps 

nous a semblé devoir être fixée à 10 minutes. 
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La condition de stabilité indique alors un pas d'espace critique 

pour J./U:2> 
É :.{0 t-t.K.S. -> 

Cet ordre de grandeur étant défini, la bonne représentation des 

digues implique que celles-ci coicident au mieux avec les limites des mail

les. Les digues étant séparées par une distance augmentant progressivement 

depuis 900 m environ dans leur partie amont, jusqu'à 1300 m à l'extrémité 

du Ratier, le pas tx, ~y sera fixé à 1000 m. Le domaine d'étude est alors 

couvert par une matrice 38 x 46 pour chacune des variab~es calculées : U, 

V, ~ et C. 

Une légère correction des profondeurs dans le chenal sera.effec

tuée pour conserver autant que possible des valeurs correctes aux sections 

d'écoulement, malgré la distorsion imposée aux digues. En outre, pour que 

ces digues coïncident avec les points de calcul de la composante zonale du 

courant, la grille de calcul devra être inclinée de trois degrés environ 

par rapport aux axes géographiques. 

L'application du critère de stabilité pour ~x= 1000 m indique 

une limite supérieure du pas de temps de 220 s, mais on a pu constater que 

cette valeur pouvait être doublée sans provoquer d'instabilité. Toutefois 

le pas d'intégration adopté devra non seulement respecter ce critère, mais 

encore être tel que la solution obtenue, qui ne peut jamais être identique 

à la solution vraie, n'en soit pas trop différente. 

LEENDERTSE a étudié cette déformation de l'onde au cours de sa 

propagation en introduisant la notion de facteur de propagation Fp. Ce fac

teur Fp est défini comme le quotient (complexe) de l'onde calculée et de 

l'onde réelle, en amplitude et phase, après propagation sur une distance de 

une longueur d'ondè. Le module du facteur de propagation exprime l'amortis

sement du signal, et l'argument son déphasage par rapport au signal physi

que. Pour un schéma numérique donné, l'amortissement et le déphasage dimi

nuent en même temps que le pas d'espace ~. 
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Les figures (26) et (27) montrent les déformations obtenues 

(amplitude et phase) pour le schéma total alternativement implicite et 

explicite, dans le cas de l'équation d'advection- dispersion sous sa 

forme simplifiée 

-0 

On peut constater que les déformations ne seront pas trop im

portantes à la condition que le pas~ soit au plus de l'ordre de À/10, 

et que le rapport U~t/ax soit de l'ordre de 0,1 à 0,2. Cette dernière res

triction conduit à un pas de temps limite d'environ 200 à 300 secondes. 

Le même raisonnement pourrait être mené sur les équations de 

propagation de l'onde de gravité, pour en déduire l'effet de la valeur du 

pas de temps sur la précision des résultats. On le caractérise de manière 

semblable à ce qui vient d'être exposé, au moyen du rapport~: 

~ vitesse de phase 

Un shéma explicite implique pour des raisons de stabilité : 

~ < 1. Dans le cas de schémas· implicites cette restriction n'existe géné

ralement pas, mais l'obtention d'une "bonne solution" limite le coefficient 

~à des valeurs de l'ordre de 5. 

Le critère~= 5 entraîne pour ce modèle de l'estuaire de la 

Seine un pas de temps maximum de 300 secondes ; on retrouve ici une valeur 

critique semblable à celle signalée plus haut. 

Il ressort de cette étude des effets numériques que le schéma 

adopté est stable jusqu'à des pas d'intégration de l'ordre de 5 minutes 

(valeur pouvant encore être a~~rue par augmentation du coefficient de pseudo

viscosité) mais que sous peine de déformations de la solution, il devra 

être limité à des pas de temps de 3 à 4 minutes. Par ailleurs, ne pourront 

être considérés comme correctement reproductibles que des phénomènes de lon

gueur d'onde de l'ordre de 10 kilomètres au moins. Ceci indique que le mo

dèle sera inapte à-reproduire les panaches de dispersion issus d'une source 
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ponctüelle durant les premières heures qui suivent le rejet, à moins de 

construire un sous-modèle local de pas d'espace plus faible,dont la posi

tion géographique peut être soit fixe, soit mobile et asservie aux dépla

cements du nuage. 

Les deux digues submersibles, dites du Ratier, et nouvelle 

digue Nord, sont grossièrement parallèles, elles divergent de l'amont 

vers l'aval (de 900 m à 1300 m) tout en s'abaissant de la cote 5 m à la 

cote 3 m. Le niveau moyen est de 4,8 m et le fond dans le chenal à la 

cote - 3 à - 4 m environ. 

Ces deux digues ont pour effet de concentrer partiellement le 

jusant dans le chenal, tandis que le flot qui coïncide avec des niveaux 

(de la surface) plus importants, a la faculté de franchir les digues, 

limitant ainsi les vitesses de flot dans le chenal sans trop diminuer le 

volume d'eau introduit par la marée. 

Ces digues ont été légèrement déformées dans le modèle pour 

coïncider avec les axes du maillage, comme il a été dit plus haut (~y = 

1000 m). De plus, celles-ci se trouvant alternativement immergées et émer

gées (par endroit) on leur a donné la possibilité, comme pour les bancs 

découvrants, de constituer, ou non, des limites imperméables. 

Dans le cas où elles se trouvent submergées, la discontinuité 

qu'elles provoquent du point de vue des sections d'écoulement (dans le 

sens Oy) nous a incité à considérer que les pertes de charge dans ce sens 

étaient exclusivement localisées au dessus des ouvrages, et très supérieures 

aux termes d'inertie et d'advection. L'équation du mouvement est alors ré

duite aux relations habituellement utilisées pour des écoulements permanents, 

au-dessus de déversoirs. 

Trois cas ont été distingués selon les valeurs relatives des 

niveaux d'eau, et de la hauteur des digues : 
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Soit·~, la cote des digues, et ) 1 et '$.t les niveaux de la surface de 

rt et d'autre. 

Cas 1 

digue émerge 

Cas 2 

digue est assimilée à un 

rerso ir 

1 >..a~ 

l < ~(1 

V: j1 ~>-~- .e.' 

Cas 3 

digue est ~ergée, la perte 

char5e sur son sommet est 

!pondérant a 

z 

ho 

z 

~1 

z ~1 

h 

1 

(k-1)~y k~y 

y 

y 

" • ! 

y 
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Les coefficients k1 et k2, de l'ordre de l'unité, peuvent être 

déterminés d'après la littérature en fonction des caractéristiques par-

ticulières des digues,ou bien par étalonnage après examen des résultats. 

Ce procédé de représentation des digues, bien que très simple 

au plan théorique, conduit au niveau de la programmation à de grandes com

plications du schéma initial : aux points concernés, trois valeurs diffé

rentes de la profondeur existent (ho, hl et h2) qui dans le détail des 

calculs devront être utiliséede manière distincte, nécessitant un travail 

d'informatique assez lourd. 

Par ailleurs, deux ouvertures ont été prévues dans ces digues 

- la première dans la digue Nord, d'une longueur de un kilomètre, à la cote 

- 1 m, est actuellement réalisée aux environs du méridien 14 (P.K. 353 

environ). Elle a été reproduite dans le modèle sans problème particulier 

du fait de sa dimension égale à celle d'une maille 

- la seconde, actuellement à l'état de projet, doit consister en une brêche 

de 150 m de largeur, à la cote- 3,5 m, dans l'extrémité orientale de la 

digue du Ratier. Elle figure également dans le modèle, où elle a été si

mulée par une connection supplémentaire entre les mailles (34,18) et (35, 

19) (Voir figure20 ), le débit étant évalué de manière explicite par les 

formules présentées plus haut : 

Premier cas 

Deuxième cas 

Troisième cas 
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Les équations du mouvement rappelées plus haut ( 60, 61 et 

64 ) font apparaitre des termes représentant des tensions d'entraînement 

ou de résistance au contact de l'air ou du fond. 

En surface, la relation adoptée est la suivante 

4: -:: t cb ('tl,.- U}~(V. -uJz T ru~ - V)_z 

(; . - t c, ('111- V)~(U"-ut 1' (u1 V)l 

avec ~ ~ -1 2:! 3 i a· 1 

{!) = -i? ,j~-3 

où ('tJ$, ~) sont les composantes de la vitesse du vent. 

La justification de cette formule est donnée au paragraphe (IIIC). 

Sur le fond, le terme intéraction a été exprimé sous la forme 

donnée par CHEZY, plus rapide à calculer que la fonction de STRIKLER, qui. 

fait appel à une puissance fractionnaire de la hauteur : 

Le coefficient de CHEZY ~. en théorie constant pour un secteur 

donné, est considéré ici comme une fonction de la hauteur d'eau totale 

H • > + h, en accord avec l'expression que l~on peut déduire d'une struc

ture verticale des courants obéissant à la théorie de PRA~~TL. 

d'où par intégration 

u = yt~
K 
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CoefT. Chézy 

C: 19.4 Log.(0.9. H) 

c: 33.HY6 
H 

C 7. 83 log. ( 0.37•z
0

) 

H ( m) 

Figure 28 Variations du.coefficient de frottement selon la hauteur d'eau. 
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or, c; : ( 
v;c~ 

= ~1 %: 
d'où ~ = Œ:_ L,.;( H ) 

K e ~ 11 

c'est-à-dire t 'Îï? !.7 (~37.H} - } .. (68) 

Pour la gamme des profondeurs (inférieures à 30 m) qui concerne 

l'estuaire de la Seine, cette relation n'est pas très différente de celle 

qui fut déterminée expérimentalement en Mer du Nord, et utilisée par LEEN

DERTSE (1967) (voir figure 28 ) 

Sur la figure (28) est également reportée la variation du coef

ficient de CHEZY correspondant à un coefficient de STRIKLER de 33, peu dif

férent de la valeur numérique adoptée ici. 

Cette même formule (68) a également été utilisée par KAMPHUIS 

(1970), pour l'estuaire du Saint Laurent, schématisé par un modèle unidi

mensionnel, sous la forme suivante 

où l'expressionde Q.. n'est pas donnée par l'auteur, mais représente proba

blement la rugosité du fond. 

On peut enfin noter que pour une hauteur d'eau de l'ordre de 

20 .m, la formule (68) cor.respond à 1 'expression 

que -'on pourra rapprocher des fonctions empiriques citées au paragraphe 

(III, A). 
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Le modèlè étant relié dans la rzgion de Honfleur au modèle 

du secteur amont, aucune information particulière n'est nécessaire à cet 

endroit. La seule limite ouverte est donc la limite extérieure (Y= 49° 

41' Net G = 15' W approximativement), où il· faudrait en toute rigueur 

connaître par des moyens extérieurs au modèle les fonctions U(t), V(t), 

)(t) et C(t). 

En réalité, bien que d'un point de vue théorique ce problème 

ne semble pas parfaitement résolu, l'expérience montre que moyennant quel

ques approximations, la connaissance de la vitesse ou bien du niveau peut 

suffire, de même la connaissance de C aux limites n'est nécessaire que lors

que la vitesse est dirigée vers l'intérieur du modèle. 

La condition··hydrodynamique utilisée est ici une condition 

de niveau "r (t). 

Détermination des niveaux aux limites 

L'existence du modèle réduit tournant de la Manche à l'Institut 

de Mécanique de Grenoble nous a fourni l'opportunité de disposer des prédic

tions de niveau sur les limites choisies. 

Utilisant les données actuellement disponibles sur la marée 

dans la zone étudiée : .constantes harmoniques résultant d'observations in 

situ et cartes de constantes harmoniques établies à l'I.M.G. avec l'aide 

du modèle réduit (LE PROVOST, 1976), les caractéristiques spectrales des 

lois de niveau en cinq points répartis le long de ces limites (voir figure 

25) permettent une prédiction sur les frontières ouvertes, aussi bien pour 

des situations passées que futures. 

Les niveaux sont exprimés par la formule : 

""' 
)r.,1,•J = r., r~,'tl .. "[)tc~,'ti f.· C:. { w.J .. (V, .... ).: - 1··(•, 'fi) 

~~1 . . 

i indice des ondes constituant le spectre, limité ici à n ,. 29 

UJ : pulsation de chaque composante 

(69) 
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Comparaison entre niveaux observés et ~rédits au H~vLe.· 

Figure 29 : Marée de vive eau 
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R...: et.J4 ' : amplitude et phase de 1 'onde au point concerné 

of~·: facteur de correction nodale 

(Vo ~~)~ phase initiale (t = 0) de l'astre perturbateur correspondant 

à l'onde d'ordre i 

Précision 

La précision obtenue sur les niveaux peut être contrôlée dans 

les ports où existent des observations marégraphiques. Une comparaison avec 

les marégrammes du Havre, de Barfleur, et de Port en Bessin a ainsi été 

faite. 

A propos des résultats du Havre qui nous intéressent plus par

ticulièrement, on note (figures 29 et 30) un calage des phases excellent 

et un écart sur les niveaux de l'ordre de 15 à 30 cm principalement localisé 

aux environs de la basse mer et au début du montant, plus important lorsque 

le coefficient de marée est plus fort. 

Il va de soi que si une "erreur" de cet ordre affectait de ma

nière quelconque les niveaux introduits sur les limites, le calcul qui en 

suivrait serait fortement inexact. Heureusement, cette différence entre na

ture et prédiction est approximativement identique sur toute la limite, de 

sorte que les dénivélâtions imposées, bien qu'étant relativement différen

tes de la marée réelle, sont compatibles entre elles, et ne devraient pas 

conduire à des erreurs notables sur la valeur instantanée du courant. Les 

conclusions qui pourront en être déduites quant au courant résiduel seront 

moins affirmatives, ainsi qu'il sera exposé plus loin. 

Détermination du niveau moyen 

La détermination des niveaux instantanés à l'aide de la formule 

(69) implique que soit connnue au long de ces limites, la cote du niveau 

moyen de la mer~(x,y), par rapport à un plan de référence horizontal, as

similé à une portion du géoide. Ce niveau moyen est excessivement difficile 

à mesurer, il n'est même probablement pas constant <zonction du temps) sous 

l'effet de phénomènes de très longue période, mal connus, tels des effets 

météorologiques ou des réajustements istérique~ par exemple. Ici également, 

n'est véritablement importante que la position relative de ce niveau moyen 
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Figure 32 : Cote des plus basses mers relativement à la marée 

du Havre, le niveau moyen au long de ces limites étant supposé horizontal. 
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au long des limites. Les observations du modèle de Grenoble (LE PROVOS!, 

1974) montrent un niveau moyen sensiblement horizontal sur la limite du 

modèle (figure31 ). On pourra donc fixer cette référence à 4,8 mou 4,9 m sur 

toute cette limite. 

Réduction des sondes 

Ce problème n'est pas propre aux conditions aux limites, mais 

aux niveaux relatifs de la surface de la mer dans le secteur étudié. Le 

système d'équations à résoudre étant reiatif à un plan de calcul horizon

tal, toutes les grandeurs qui interviennent doivent être exprimées par 

rapport à ce repère (en fait une faible portion de géoide), et notamment 

la cote du fond. Or, les documents marins disponibles expriment ces sondes 

par rapport au niveau des plus basses mers théoriques (de coefficient 120), 

pour la France. L'amplitude de la marée, plus encore que le niveau moyen, 

étant fonction des coordonnées horizontales (x,y), une correction doit être 

effectuée pour y remédier. A la côte, on pourra se référer au nivellement 

N.G.F., encore que celui-ci soit relatif à un ellipsoide; en mer il faudra 

connaitre les caractéristiques de la marée locale. 

Cette correction effectuée pour l'estuaire par simulation 

d'une marée de coefficient 115, s'est avérée être inférieure à 25 cm, par 

rapport au zéro du Havre, c'est-à-dire de l'ordre de la précision des son

dages et n'a donc pas nécessiié de modification des profondeurs relevées 

sur les cartes marines. ( Figure 32 ) 

Calcul des courants sur les limites 

1 

!y 
1 

•y 

1 
le. c ' 1> u ~ u ) 

' laO,) l'=.,; ~=-1 
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Les niveaux seuls étant fournis sur la limite, l'algorithme 

complet détaillé au début de ce paragraphe ne peut être utilisé pour le 

calcul des composantes de la vitesse aux points situés sur, ou adjacents 

à, ces frontières ouvertes. Dans l'exemple ci-dessus, les composantes U 

sur la colonne i = 0,5 et les composantes V sur la colonne i = 0, ne 

sont pas accessibles au calcul. 

Composante perpendiculaire à la limite : seul le terme )VjJx 
ne peut être calculé de manière centrée au point Y= 0,5, on pourra 

sans inconvénient notable soit décentrer la dérivée, soit l'extrapoler 

à partir de l'intérieur du domaine, soit même la supposer nulle. 

La première solution a été adoptée ici 

Composante parallèle à la Jjmjte ; la résolution de l'équation 

(61) est beaucoup plus délicate que la précédente, la majeure partie des 

termes faisant appel à des variables extérieures au domaine d'~tude. 

Ici encore, on pourra soit exprimer chaque différence finie 

de manière décentrée vers l'intérieur du domaine, soit l'extrapoler à 

partir des valeurs adjacentes correctement évaluées, soit même extrapoler 

directement la composant~ de la vitesse que l'on recherche. 

Cette dernière méthode a été utilisée ici du fait de sa sim

plicité et de sa rapidité 

Concentration sur les limites 

Le flux de matière en suspension attribuable à l'advection 

(par les courants), étant en régle générale très sup_érieur à la part impu

table à la dispersion, l'équation (63) peut être simplifiée près des limi-

tes : 
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~ ;J(HC) 
+ 

d(HUc,) D( H V c..) 
0 + 

Jt- Jx d'f 
Au prix d'un excentrement de la dérivée spatiale perpendicu-

laire à la limite ouverte, cette expression pourra être résolue. Cet excentre-

~ent, quin'est physiquement justifiable que vers l'amont, les caractéristiques 

du fluide étant véhiculées avec le courant, est utilisé lorsque le flux est 

dirigé hors du domaine. Dans le cas d'un courant dirigé vers l'intérieur de 

l'estuaire, on imposera les concentrations sur les limites, soit connues 

à partir de mesures en nature (salinité), soitsuwosées nulles si l'élément 

considéré, est présent en quantité suffisamment faible dans l'estuaire, pour 

que la dilution qui sera intervenue lors du franchissement des limites ex

térieures soit très importante (considérée infinie). 

3 - Résultats 

Pour illustrer les résultats de ce modèle, des cartes de courants 

tieurê par heure, pour une situation de marée moyenne sont présentées figures 

34 à 46. 

Des planches de synthèse (figures 51 à 55) regroupant l'ensemble 

des observations courantomètriques publiées, et les résultats du modèle pour 

diverses conditions de marée, présentés sous forme de diagrammes polaires 

permettent de juger de la fidélité du modèle. Celle-ci apparait très satis

faisante, excepté sans doute, ainsi qu'il est normal, au voisinage immédiat 

des limites ouvertes; notamment à l'extrémité N-W du modèle, où les deux 

conditions de niveau imposées, sans doute légèrement discordantes, modifient 

la direction du courant. 

Le modèle simule toute condition de marée et de débit fluvial 

avecune bonne précision. On observera figure 56 que les résultats de ce mo

dèle numérique sont légèrement meilleurs que ceux du modèle réduit de la 

Manche de l'Institut de Mécanique de Grenoble, bien que les informations 

aux limites extérieures soient fournies par ce modèle réduit. 

Bien entendu, des trajectoires peuvent également être cons

truites à partir des courants eulériens, qui reproduisent les déplacements 

de particules d'eau ou d'éléments en solution. On déli~ite ainsi des sec

teurs pouvant être atteints par un rejet donné, après un certain laps de 

temps ( par exemple) fig. (57 ) • 
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Figure 46 :Courants de marée dans l'estuaire de la Seine 

20 octobre 1978 - Marée moyenne 

2 H après la Basse Mer du Havre 
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Modèle 

-o-- Surface 

-c- Mi- profondeur 

-~- Fond 

m/s 

~i~ure-50 :Comparaison entre courants calculés et courar.ts mesurés 
pour une marée de vive eau, aux envi=ons du centre du 
modèle ( maille 16,28 ) 
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SKm 

LE HAVRE 
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-a- PM+4 

-A- PM+6 

!rajectoire d'une particule au cours d'une ~arée, selon l'heure du rejet. 

Figure ;7 
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4 8 12 16 20 24 28 32 S %o 

Figure 60 Salinités calculées - Situation du 20 octobre 1978 

2 H avant la Basse Mer du Havre 



Figure 61 
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l 1 1 

1 1 

4 8 12 16 20 24 28 

Salinités calculées·- Situation du 20 octobre 1978 

Basse ~er du Havre 

%o 



Figure 62 
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4 8 16 20 24 28 32. S %o 

Salinités calculées - Situation du 20 octobre 1978 

2 H après la Basse Mer du Havre 



Figure 63 
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4 8 12 16 20 24 28 32 

Salinités calculées - Situation du 20 octobre 1978 

4 H après la Basse Mer du Havre 

S %o 
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Figure 64 : Exemple de thermographie infrarouge recueillie par 
télédétection. 

marée coefl 101 P.M.-3 
d..;;bit 300niïs 
vent variable faible 

• 
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Figure 65 : Exemple de thermographie infrarouge recueillie par 
télédétection. 

marée coef. 61 B.~. 

débit 650m'/ s 
vent N.E. 10 noeuds 
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Les panaches de dispersion résument à la fois ces trajectoires 

(advection) et la dispersion proprement dite. Dans la mesure où ils résulte

ront d'un grand nombre de cycles de marée ils reflèteront partiellement la 

circulation rééiduelle, laquelle est ~xtrêmement difficile à apprécier dans 

la partie orientale de la baie de Seine. Les illustrations présentées fig 

(58) à ( 63) sont donc à considérer avec prudence, elles semblent néan

moins être en bon accord avec les quelques mesures en nature disponibles 

aujourd'hui (figures 64 et 65 ). 

Vers les phénomènes résiduels 

Il est à l'évidence très tentant d'essayer d'obtenir une des

cription des phénomènes résiduels par simple intégration des résultats ins

tantanés sur une période de marée. Malgré l'ambiguité de la notion de ré

siduelle ainsi définie (la période d'intégration étant courte des rlsultats 

très différents osnt à attendre en fonction des marées envisagées) et en 

dépit d'une précision insuffisante sur les conditions aux limites pour 

atteindre des grandeurs qui seraient du second ordre, nous avons bien en

tendu effectué cette opération et les ~~emples sont présentés figures (66) 

à (67). 

De nos résultats, il ressort que cette circulation intégrée 

sur la verticale, est faible (de l'ordre de 5 cm/s) et peut être fortement 

modifiée par la prise en compte d'un vent de force moyenne, par la super

position d'une pente de 1 mm/km le long des frontières ouvertes (test de 

la précision des conditions aux limites), et également très marquée au ni

veau du Havre par le terme de gradient horizontal de densité. Un modèle qui 

ne prendrait pas en compte la dispersion du sel ne pourrait donc· prétendre 

à une bonne représentation des phénomènes résiduels dans ce secteur. 

Cette circulation résiduelle intégrée sur la verticale reflè

tant des caractéristiques de la circulation au large de l'estuaire, pour en 

obtenir une description satisfaisante, il faut donc soit améliorer la con

naissance des conditions. aux limites, soit agrandier la zone couverte par 

le modèle jusqu'à atteindre les dimensions du phénomène physique qui engen

dre cette circulation. 
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/ / / .., / / / / / / / , , ' ' ' 
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<;--t 

20 cm /s 

Figure é7 Vi:esses eulériennes obtenues ?ar in:égraticn sur un cycle de ~arée. 
~rée moyenne - Etiage 

~iveau moyen s'abaissant cie l=m/~ du Sud vers le ~ord, au long 
de la li=ite Ouest. 
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Toutefois, indépendamment de l'effort de modélisation dont ce 

rapport rend compte, d'importantes campagnes de mesure ont eu lieu qui 

montrent une circulation résiduelle variable selon la coordonnée verticale. 

Dès lors, on comprend mieux que la valeur moyenne sur cette verticale, 

reproduite par le modèle, soit peu significative et sujette à une forte 

variabilité. · 

Du point de vue de la modélisation, la suite du présent tra

vail semble donc devoir être une simulation tridimensionnelle, ce qui cons

titue actuellement une tâche délicate, mais pas insurmontable. 

Toujours en attirant l'attention du lecteur sur les réserves 

que nous formulons quant à la description des phénomènes intégrés sur une 

marée, nous présentons figure68 une carte de débit résiduel Qr qui donne 

une meilleure image de la circulation des masses d'eau et une carte (figure 

69 ) de l'intégrale de la sollicitation au transport Qs' pour des sédiments 

sableux. 

Pour ce dernier calcul, une formule simple a été utilisée (for

mule de INGLIS in SALOMON, 1976) qui exprime le transport total (suspension 

+charriage). 

Ici encore, il ne s'agit que d'indications très sommaires des

tinées à illustrer les possibilités du modèle, remarquons seulement sur 

cette figure le transport potentiel sableux inversé près du littoral au sud 

d'Antifer, la résiduelle de flot dans les chenaux latéraux Nord et Sud, la 

résiduelle inversée dans le chenal principal, et la. convergence (donc la 

tendance à l'accumulation) à l'extrémité aval des digues. 
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1 1 1 1 / 1 1 1 1 / 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 / 1 1 1 1 1 1 / 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 / / / / / 1 1 
1 1 / / / 1 / / / / 1 / / / 1 1 1 

////////////////11 

///.////////////111 

/ / , , / / / ./ / ./ / ./ / / / / , 1 1 1 

/ / , , / / / / / / / / / / / ~ , , / 1 

1 

\ 

/ / , , , / / / / / / , , , , , , , , , , 1 , , , , 1 1 

---20 em /S 

Figure 68 Débit eulérien obtenu par intégration sur un cycle de marée. 
Marée moyenne - Etiage. 
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~~~ 69 Intégrale de la sollicitation au transport sur un cycle de marée. 
Marée de vive eau (coef. 100). Sédiment sàbleux. 
Echelle logarithmique. 
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C - MODELE UNIDIMENSIONNEL DE L'ESTUAIRE AMONT 

La partie "Seine Maritime" de l'estuaire de la Seine, c'est-à

dire le secteur situé à l'amont de la pénétration extrème de la marée saline 

depuis La Mailleraye P.K. 305, jusqu'au barrage de Poses P.K. 20?, étant 

de faible largeur et non susceptible d'être le siège de courants de densité, 

il a été décidé que ce secteur serait représenté par un modèle unidimension

nel. Les fonctions inconnues')~ U et C ~ sont des fonctions de l'abscisse x, 

et de l'instant t uniquement. 

Toutefois, pour simplifier le raccordement des trois modèles, 

ainsi que pour diminuer les temps de calcul lorsque l'intérêt n'est pas 

focalisé sur le secteur intermédiaire (représenté par le modèle bidimension

nel en plan vertical) ce modèle x, ta été prolongé vers l'aval jusqu'à la 

limite amont du modèle de l'estuaire extérieur (P.K. 353). 

Le système d'équation a été établi plus haut, à savoir 

Ju· 
+ u Ju · + 1 cJ> 

~ 1 _jj_ J.f. -r ê 9 :0 ut J-x- d;- 2f Jx fer 

;Jo-
or-

)(u-u) = 0 
7F Jx 

J{u- IÇ 
c:)c_) 

c)(v-c} ;J(vUC) ~ 0 + 
dé- ):;t Jx. 

Schéma numérique 

De très nombreux schémas numériques implicites, explicites ou 

mixtes, existent dans la littérature, qui permettent de résoudre ces équa

tions. Le schéma retenu ici l'a été moins en fonction de ses performances 

propres, que de la compatibilité qu'il présentait avec le schéma à deux di

mensions du secteur aval, et de la simplicité du raccordement. 

Après quelques essais, la solution adoptée a été de conserver 

le même schéma en directions alternées utilisé pour le modèle aval ; ce 

schéma étant seulement "dégénéré" du fait que la composante de la vitesse 

perpendiculaire au chenal est nulle en permanence. 
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Maillage 

La maille est dérivée directement de la précédente 

la seule modification concerne la définition de la largeur de l'estuaire B, 

et de la cote du fond, au point où est calculée la vitesse. 

Le pas spatial4x est également de un kilomètre. 

Procédé d'intégration 

L'intervalle d'intégration At est encore divisé en deux demi 

pas de temps 

Entre t 2 et t 3 • t 2 + ~t le système est résolu de manière 

implicite en) et V, comme précédemment pour les lignes. 

L'équation de la continuité s'écrit 

que l'on mettra sous la forme 

u3 
:r-t 

a 1 ' u U3 
I ~ 

U
~, 

- B Z•l ,s-i 

L'équation du mouvement, après développement, s'écrira 

+ c) u~ 
z J. 
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- u f 
I· 1 
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_ ui ~t 1 6r 1 u~'l 
- ' ( 2 ~; ~ >z' .. >l }{~ 1 

.S~I ~ ;t-t 

?" 'Si ~ 2 i.' )( Sl - S' t ) 
: : z.., r 

On pourra ainsi, toujours de manière semblable à ce qui a été 

exposé plus haut, résoudre ce système linéaire à l'aide de la ~at=ice 

tridiagonale associée : 

' ' 

CJ)' 

) 1 

)?l ~)>~ 
U3I cy;l 

.... 
1 

Ct:t~ f.r-~~. 

-JJ' G;d ~-~ 

1 J 1 

).;;J\-1 - ~+1 )~t1 -
U3.-~ 1 vzr-l 

~~., 

' ' ' ' ' ' ' 

' ' ' ' 
.............. ' 

' ... 
' 

La rela:ion a~~ dii:érences c~r~espondant à l'équation d'aèvec:ion

-dispersion es: égalament obtenue en dégénérant l'équation 6i. 
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Entre t 3 et t 4 = t 3 +~',l'équation du mouvement (en 

colonne) disparatt, il ne demeure donc que deux expressions explicites pour la 

continuité en eau et en substance dissoute : 

où 
1 

U3 
'1 

1 J 

Q:l-1 - W/ 
13:r + B:s:-1 

et l'équation d'advection dispersion, dont l'expression, un peu plus com

plexe, est de la forme 

c4 
I 

{ 

1 1 1 

:. _Fi";......lo_U_3..:::;_ .... _)_.s <":;...__c -J.3 )~ 
fi. ( 'f~) 

On obtient ainsi un schéma numérique hybride où l'équation 

du mouvement est résolue de manière implicite deux fois moins fréquemment 

que les équations de la continuité en eau et en substance dissoute (alter

nativement de façon implicite et explicite). 

Conditions aux limites 

- limite aval raccordement avec le modèle à deux dimensions. 

Le choix d'un algorithme de calcul qui n'est qu'un cas parti

culier de la méthode utilisée pour le modèle à deux dimensions, permet un 

raccordement très simple, en faisant fonctionner ces deux modèles•simulta

nément de la même manière que s'il s'agissait d'effectuer le calcul dans un 

secteur étroit et long, tel que celui qui représente le port.du Havre ou 

le chenal endigué. 

Calcul en ligne 

Le calcul selon l'axe Ox, et l'axe du chenal est effectué en 

constituant une seule matrice. Au niveau du raccord, les termes affectés 

d'un astérisque font intervenir des grandeurs appartenant à la fois à la 

partie à une dimension et à la partie à deux dimensions (voir ci-contre). 
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' " ' " " " ' ' _;!) G 2) 
/11•1 

U3 ~ tv-1 

-Gt 1 ci; Arf 
)3 ~N N 

-!IJ t: (j) U3N T l'tf 

)3/ ~~ )Z) i 

~ ~ ~ 

U3' 
'1 ~ -:1. 

} 

~~ A~>_;, 
~ J. 

1 

Calcul en colonne 

Ce calcul ne pose aucune difficulté, puisque la composante V 

n'est pas calculée. Simplement, les termes F 1 et F2 pour la maille 1 du mo

dèle amont font intervenir à la fois les caractéristiques (profondeur, lar

geur, etc ••• ) et les variables à l'instant précédent (U, ), C) dans les 

deux modèles. 

Limite amont 

La condition imposée à la limite amont n'est ni une condition 

de vitesse, ni une condition de hauteur (toutes deux variables, devraient 

être mesurées) ~ais une condition de débit, égal au débit fluvial et éva

lué de manière empirique (et malheureusement approximative) à partir des 

niveaux d'eau dans la Seine fluviale. 

1 
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La limite amont du modèle a donc été fixée sur un point de 

calcul de la vitesse : 

rang N 

u' , u' 'S/ li '$' 
~Nrl 

L'algorithme "standard" permet le calcul du niveau 'Ç1
jusqu'au 

/ 

UJ 
W-1 

1 
1 

(....;~_..," 

1 
Le calcul de UN ne peut être effectué avec ce schéma, et on 

procède parfois par une méthode plus analytique telle que la méthode des 

caractéristiques. Dans les faits, la précision attendue par cette méthode 

est illusoire, et une simple extrapolation des niveaux s'avère suffisante. 

On introduit donc un potnt fictif de rang N + 1, d'où l'expression de U~ 
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d'où: 
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·.----.:--------.;-------.;------;;;----;;;---.---....---.-----:--

Figure 70 : Profils longitudinaux de hauteurs et de vitesses. 
(composante E-W depuis le méridien 15'W, puis vitesse selon l'~~e 
de l'estuaire). Marée de morte eau - Débit d 1 étiage. 
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- ./ y .x._ ; -::;/' 
/ / _;::-::;--

- ....:=--. / .J---"" - / 

rig~r~_Zl Profils longi:udinaux de hau~eurs et de vitesses. 
(~omposante E-w depuis le méridien 15'W, puis vitesse selon l'axe 
de l'estuaire). ~arée de vive eau- Débit d'étiage. 
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D- MODELE BIDL~ENSIONNEL DE L'ESTUAIRE MOYEN 

L'estuaire moyen, c'est-à-dire le secteur compris entre l'extré

mité des digues qui longent le chenal, et les environs de la Mailleraye, ap

paraissait au début de cette étude, susceptible de donner lieu à des phéno

mènes de transport différents selon la distance par rapport au fond, qui ne 

pouvaient être correctement simulés par leur valeur moyenne sur la profon

deur. Cette remarque est, à fortiori valable pour les mécanismes sédimentai

res relatifs aux vases; on sait en effet que la dynamique du Bouchon Vaseux 

dépend étroitement des phénomènes de densité (point nodal). 

Ce secteur de l'estuaire a donc été représenté par un modèle 

bidimensionnel dans le plan Axe cie l'estuaire- verticale, toute grandeur 

étant représentée par sa valeur moyenne sur la largeur de l'écoulement. 

Ce modèle calcule 

le niveau 1 (x, t) 

la vitesse du courant : U(x,z,t) et W(x,z,t) 

la concentration en une substance dissoute : C(x,z,t) 

~ont le sel) 

la concentration en vase Cs(x,z,t) 

Les équations àu système hydrodynamique ont été établies au 

paragraphe (II,E), à savoir : 

;}( B W) ::: o 
J~ 

+ éJ(B ut J 
)J:. 

- é)(BtA:~ 
()x. 

d(6S) T D(BUS) + r)(BWS)-

vt J:x. "~ 

;) },~ucJ-r 
-4 

_ D( 8 ~<, -ft) _ o 
J~ 

( 70) 

{72) 

(73) 
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La zone géographique concernée par ce modèle ayant fait l'objet 

de toute l'attention des aménageurs est actuellement très endiguée, ce qui 

nous permettra de simplifier le système d'équations en schématisant l'estu

aire par des sections rectangulaires variables en fonction de l'abscisse, 

mais de largeur variant lentement, c'est-à-dire : 

= 0 

faible 

On négligera également la dispersion de quantité de mouvement 

dans le plan horizontal, par rapport au terme vertical, d'où le nouveau 

système 

(74) 

0 
(7 5) 

(76) 

(77) 

auquel s'ajoutera l'équation de conservation de la masse des sédiments : 

(78) 

w5 : vitesse de chute des sédiments 

Conditions aux limites 

Limites aval et amont. 

Les limites de ce modèle sont situées à l'intérieur du modèle 
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de l'estuaire extérieur (à l'extrémité_des digues), pour ce qui est de la 

limite aval, et à l'intérieur du modèle unidimensionnel pour ce qui con

cerne la limite amont. Sur ces deux limites, on dispose donc par calcul, 

du niveau de l'eau et de la moyenne de la vitesse et de la salinité sur 

la verticale. Le seul problème est de développer ces valeurs intégrées 

selon leurs composantes à toute cote. 

A l'amont, en dehors de la zone saline, on imposera une sa

linité nulle à toute profondeur et une condition de vitesse respectant une 

structure logarithmique des courants : 

k-~.../::L_ 
" el, 

ou une puissance de la cote ~, de la forme : 
(/ 

il vient 

La turbidité devra également être imposée au cours du jusant, 

puisqu'elle n'est pas calculée, même en valeur intégrée par le modèle amont. 

On l'introduira donc en tant que résultat d'expérience ou .d'hypothèse de si

mulation. 

A l'aval, on terminera le modèle sur une ligne de calcul des 

niveau~ (voir plus loin le détail du schéma numérique), aucune hypothèse 

ne sera donc faite sur la structure verticale des courants. On modifiera 

seulement le schéma numérique en décentrant les dérivées horizontales de 

la vitesse vers l'intérieur du domaine et en négligeant la viscosité hori

zontale. En négligeant également la dispersion horizontale en regard de 

l'advection, aucune condition ne sera imposée quant à la structure verti

cale des salinités lors du jusant. En flot, par contre, à partir de la sa

linité moyenna il faudra définir une fonction S(z). Pour cela, nous pourrons 
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soit introduire une relation totalement empirique déduite des mesures en na

ture, soit adopter une expression analytique qui respecte les conditions de 

gradient nul en surface et au fond : 

Une fonction polynomiale du troisième degré répond à ces cri-

tères, soit 

S{ "/J,t" J ~ <. 5 >(..f- L~; er>; "b-/- 1 (~/l· o_r· J) 
où L1s_ ), -S 

-~ '$ 

La seule approximation notable concerne ce terme 
.O:S> 

que l'on pensait lors de la définition du programme d'étude être 

faible, au vu des indices de stratification (paragraphe IV A). Il apparaît 

au résultat des mesures en nature (AVOINE, 1980) que pour des débits faibles 

à moyens, cette opinion initiale est assez bien vérifiée, mais que par con

tre en crue, l'écart relatif de salinité peut être de l'ordre de l'unité 

en début de flot notamment. De sorte que ce modèle fonctionnera de manière 

parfaitement "autonome", pour des débits fluviaux peu importants; en période 

de crue on fera avantageusement appel aux résultats d'expériences aujour

d'hui disponibles, pour corriger la valeur de ce terme 

de l'extrémité de la digue du Ratier. 

&S aux environs 

Les conditions de turbidité sur cette limite aval seront égale

ment issues de l'expérience in situ ou des hypothèses de la simulation. 

Limites supérieures et inférieures. 

En surface : La condition à la limite, pour ce qui est de la 

quantité de mouve~ent, est la contrainte de cisaillement due à l'action du 

vent (le plus souvent considérée nulle). Ce terme s'introduit sans difficul

té : 
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Diverses expressions de la fonction f ont été données au para

graphe (III, C). 

- On exprimera également que le flux de sel au travers de la sur

face libre est nul (ni perte ni apport) 

- De même, pour les sédiments en suspension, la décantation en 

surface équilibre le flux vertical créé par la dispersion 

Au fond. 

La contrainte exercée sur le fond~, appelée tension de frot

tement, a pour expression : 

Malheureusement, du fait de la disproportion entre le pas d'es

pace vertical du modèle et l'épaisseur de la couche limite du fond, la valeur 

numérique du graàient de vitesse sur le fond est très difficilement accessi

ble. Plusieurs tentatives d'utilisation de cette fonction ont été réalisées 

qui sans conduire obligatoirement à une divergence des calculs, ne se sont 

pas avérées satisfaisantes. Nous avons donc préféré introduire une fonction 

àe la vitesse plutôt que de sa dérivée sous la forme habituelle : 

Le coefficient k, (ordre de grandeur 2 à 3) est un coefficient 

d'étalonnage analogue au coefficient de Chézy oude Strickler pour un modèle 

intégré sur la verticale 

La vitesse verticale au fond est nulle 
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Le flux de sel au travers du fond est nul 

Le flux vertical de sédiment est égal au bilan "érosion -

dépôt 11 
: 

=(dM.) + 
l7F érosion 

La fonction d'érosion est présentée sous la forme de la rela

tion de Parthéniades : 

(Ilj; )rosioo M (14. -'~) 
ê;.e 

et la fonction de dépôt sous la forme de Einstein-Krone (1961) 

w.c. r~ --li) s s ~ 

"'"" 
La constante d'érosion ~. déterminée en laborat.oire pour ai vers 

types âe sédiments (HARRISON et OWEN, 1971, CO&~AULT, 1971) serait de 

de 10-3 Mi.ZS. Les tensions critiques d'érosion 2': et de dépôt ê;d C'e 
vent être issues soit de mesures en nature ou à défaut au laboratoire 

(MIGNIOT, 1977), soit évaluées à partir du diagramme de POSTMA. 

z:- .(, ?'-,; 
è;J L_, è < 2;~ 
~e< ê 

Coefficients de dispersion· 

dépôt (flux de sédiment négatif) 

aucun échange avec le fond 

érosion (flux de sédiment positif) 

l'ordre 

peu-

Les équations 7&.. à 78 font intervenir des termes de disper

sion dans les directions x et z, pour la masse (solution et suspension), et 

pour la quantité de mouvement. 

Peu d'informations existent à l'heure actuelle sur ces coeffi

cients horizontaux qui représentent l'effet des fluctuations à haute fré-
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quence, et de 1' intégration sur la largeur de 1 'estuaire. Fott heureusement, 

cette indéterm~nation relative n'est pas critique pour les modèles en va

leurs instantanées puisque les échanges horizontaux sont essentiellement 

le fait des termes d'advection. On se contentera donc de valeurs numériques 

identiques de la surface au fond,(la précision obtenue par une fonction de 

z étant illusoire,)et proportionnelles aux coefficients d'échange verticaux. 

Ce coefficient de proportionnalité suggéré par l'étude bibliographique 
5 (DYER, 1973), serait de l'ordre de 10 , valeur également adoptée par KUO 

et al. (1978) 

= 

Les coefficients d'échange verticaux devront par contre être 

déterminés avec beaucoup de soins, puisqu'ils conditionnent très fortement 

les résultats des calculs. 

Dans le cas d'un écoulement permanent, non stratifié, et sans 

turbidité, on a exposé plus haut que la relation suivante, issue de la 

théorie de PRANDTL, était généralement employée : 

BOWDEN et HAMILTON (1975) ont présenté.une synthèse des rela

tions obtenues dans le cas d'écoulements présentant une stratification de 

densité : 

L~NK et ANDERSON (1948) 

PRITCHARD ( 1960) 

k1 = 

t'l : 

K'o = 

llo ( ~ -r ..fo 1<~· )- 'f 
/)~ (A-t ! H /(A.·)- Jjz 

~ b ,f 0-1 U (}! -r .$.. ):. ( H - ~ ) 2., ( ~ ~ 0, l 1- { ~)- 2. 

H' . 
et quant à eux, utilisent les relations : 
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KUO et al (1978) ont usé de la formule de PRITCHARD, prenant en compte 

l'effet du vent en surface : 

. ( ...ft? -2.7r(~ ~ ~ )) 2 
f~ ; J<(j 1" ,,6' -~~-s (~t-t. )(H- ~) t1V e ~ ( -1 T" ~tt-; R-i)-

HT . 

où tJf est la hauteur des vagues 

L la longueur d '.onde de la houle 

~la période de la houle 

Quant à BLUMBERG (1975) il a employé une formule légèrement 

différente des précédentes, fondée sur la théorie de MONTGOMERY et les 

résultats numériques de KENT et PRITCHARD 

vr; = 1{ ~ ( -1 -t R-4) 

cl; ~ 1<~ :0 
On introduit ainsi un nombre de RICHARDSON critique, de valeur 

numérique 10, au dessus duquel tous les échanges verticaux se trouvent annu

lés. 

Dans l'application de ce modèle à l'estuaire de la Seine, nous 

avons successivement utilisé des relations proches de celles citées par 

H&~ILTON, et déjà établies à propos de la Gironde (DE GRANDPRE, 1978). 

Avec 

= rJ: ~ HU (f( J'; J'\)"' d;_ )( .-f â R_. ro,zs
= 11" -t J.l u {f( j{~ /t~) t Xt)( -1 + R.~.·)-~ ~> 

puis des fonctions empiriques plus simples telles que les coefficients d'é

change verticaux soient plus élevés près de la surface, de la forme 
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Il s'est avéré que les résultats numériques obtenus n'étaient 

pas très différents et que les observations disponibles étaient en trop 

petit nombre pour que l'on puisse déterminer la meilleure expression. Au 

stade actuel de nos connaissances des phénomènes en nature, il semble que 

l'on puisse parvenir à des résultats assez proches bien qu'issus de formes 

différentes de ces coefficients d'échange, à la condition toutefois, de 

respecter une augmentation de la valeur des coefficients avec la distance 

au fond, dans la partie inférieure de l'écoulement. 

Quant au coefficient de dispersion pour le sédiment, une indé-' 

termination encore plus grande règne à son sujet ; KUO et al (1978) ont 

adopté la même expression que pour la dispersion du sel. 

Au cours d'essais successifs il est apparu que des valeurs 

trop faibles de ce coefficient j{'z près ciu fond pouvaient conduire à des 

instabilités de calcul 

Eros ion + Dépôt + ~~~ C.s 

~' 3-

Le gradient de concentration calculé à certains instants con

duit dans ce cas, du fait de l'extrapolation utilisée lors du traitement des 

conditions aux limites, à des valeurs' aberrantes sur le fond. L'expression 

de ~'z a donc été simplifiée sous la for=e : 

= 

SCP.J::'1A )IT.JMERIQUE 

Les résolutions numériques appliquées à ce type de modèle sont 

aujourd'hui encore peu nombreuses du fait qu'à toutes les difficultés pro

pres aux modèles à deux dimensions, tel le modèle de l'estuaire extérieur, 

s'ajoute celle d'une intégration dans un domaine de géométrie continuement 

variable (à la surface libre), et le problème de la représentation de la cou

che li~ite de fonà. 
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Pa~i las quelques ~odèlas développés à ce sujet, plusieurs 

font coincider la ~éométrie du fond avec les limites des mailles et traitant 

le cas d'une marée de faible amplitude ne font pas intervenir la modifica

tion de l'étendue du plan de calcul au cours de la simulation (BLUXBERG, 

1975; ELLIOTT, 1976 WILSON, 1977; 11..110 et al., 1978). 

Il en résulte un aspect du fond en marches d'escalier certaine

~ent i~adéquat pour représenter les phénomènes sédimentaires, et une simpli

fication du domaine de calcui totalement inapplicable en Seine, où le =ar

nage est du même ordre de grandeur que la hauteur d'eau. 

K•1{ 
K • 2{ 
K • 3{ 

. K • 4{ 

K·s{ 
K•e{ 

{1. 1 )st 
Variables 

> ' ) 

1 w. 'T· 'z 
-u.•x·'• 
+p,S,P,B 

jth 

Variables 

+ 
1 
+ 
1 
+ 

' -t-
1 

+ 
1 

+ 
' ) 1> ) ' ; > 

(i+-1)st 
V ~ria bles 

+ 
1 

+ 
,.·--------1~ 
~- + 1 

1 
1 1 

~------- -l~ 
+ 
1 

+ 

; 

f'''''"'' '' 

li+ 2)nd 
Variables 

..---"'---... 

+ 
1 
+ 
1 
+ 
1 
+ 
1 
+ 

; 't 1 

+ ,,,,,, > ; ) > 

JU Layer 

-----------
2nd Laver ------------
yd Layer ----------
4th Layer 

-----------
sm Layer 

------------
stn Layer -----------·-

Oul'l~ box tnc:Jo- !he (i + 1, )( • Jl var~• Oies 1 1 .; •• u; .. 1, J' S, • 1. J' w, • 1. Jl 

• 11 (a.rface ,J..,at•Qt~l J-· 
Figure 72 Exe:!!rple de grille de calcul d'un :~oci.He " en couches" 

(KTJO et .U 1978) 
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Ces inconvénients peuvent être fortement diminués en opérant un 

changement de coordonnées qui transforme la zone de calcul en un secteur 

rectangulaire. Il en découle bien entendu l'apparition dans les équations 

hydrodynamiques de nouveaux termes, qui alourdissent fortement les calculs. 

Ce type de modèle hydr"odynamique "en couches" a donc été écarté 

au profit d'un modèle en valeurs locales, tel qu'il a été publié pour 

l'essentiel par ~~ILTON (1975). 

La grille de calcul est présentée figure73. Les points de cal

cul des composantes de la vit~sse et de la concent=ation sont décalés de 

manière différente de la discrétisation adoptée pour le modèle de l'estuaire 

extérieur. Celle-ci est due à HEAPS (1969). 

La méthode d'intégration est explicite, elle fait appel à des 

approximations centrées des dérivées spatiales, à l'exception du terme d'ad

vection pour la concentration qui est décentré vers l'amont du courant. 

Cette discrétisation du premier ordre, du type "upwind", intro

duit malheureusement une dispersion numérique parasite, mais elle s'est ré

vélée la plus apte, et la plus économique en regard des temps de calcul, à 

stabiliser le sch~ma. En outre, pour tenter de diminuer cet effet, le terme 

de dispersion a été exprimé par un schéma centré, du second ordre. , 
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x 

b~ t~ 
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• 
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• ••• • 
..J + 1 
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• • • 

-+ * 
• 
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I+ 1 I - 1 

1: u 
Point!» de calcul 

w 5 c 'Ws 

Figure 73 Grille de calcul du ::::odèle nuoê:-ique de l'estuaire moye_n 
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D'où finalement le systeme aux différences 

e-t-~ t:-

~.l - s...:,J' = 
6.1-: 

u1 = o ,(ut- - u~ ) 
, .lf-t, j 4'+1, i . ., 

é-
IJ.S=: s . . "'+1, )' 

sr-- . - ...:,t -

L{= ~ ' ( U:. - ue-. ) 
-"t( ~:;·"( 

s~ - ,,. ( U.,.,. u,J~ o ... ;} 
s.t- . ., .• ,r Si ( u, -+ u,) ~ 0 
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L'équation de conservation de la masse du sédiment est discré

tisée de manière identique à l'équation d'advection-dispersion d'une subs

ta~ce en solution, avec prise en compte de la vitesse de chute Ws, calculée 

au même poi~t que la concentration. 

Modifications du schéma orès des limites 

L'aspect particulièreme~t intéressant de ce schéma numérique 

est de permettre la résolution des équations concernées jusqu'aux limites 

supérieures et inférieures du domaine, et ce, quelle que soit leur position. 

Pour cela, le calcul faisant appel à neuf noeuds du réseau entourant le 

point de calcul, donc à des points parfois extérieurs au domaine d'intégra

tion, les valeurs de U, S et Cs sont extrapolées après chaque pas de temps 

au dessus de la surface, et en dessous du fond, par des fonctions polyno

miales. 

z 

Figure 74 

\ 
\ 

\ 
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La valeur Sode l'exemple ci-contre est calculée par extrapola

tion parabolique à partir des valeurs adjacentes s1 et s2 et de la condition 

de dérivée nulle en surface. 

De même pour le calcul de SN+l à partir de SN-l' SN et de la 

dérivée nulle sur le fond.( Figure 74) 

Toutefois, cette extrapolation par une fonction du second degré 

s'avère insuffisante pour évaluer les termes de dispersion près des limites, 

qui correspondent en fait à une dérivée seconde 

On utilise alors une interpolation par polynôme du troisième 

degré, passant par les points s1, s2 et s3 et respectant la condition de 

dérivée première nulle à la surface. 

Le calcul est identique pour la salinité sur le fond, ainsi 

que pour la vitesse et la concentration en sédiments mais uniquement en sur

. face. 

Pour le calcul de la vitesse près du fond, HAMILTON utilisait 

également une extrapolation parabolique basée sur les points VN_2 , VN-l 

et V~, d'où étaient issus UN+l et Vlm· 

Ce procédé qui numériquement donne toute satisfaction présente 

l'inconvénient de conduire à un courant non nul sur le fond, et donc à un 

calcul contestable de la vitesse à un mètre du fond et du débit total sur 

la verticale (par intégration des fonction U(z) définies par interpolation). 

Une technique différente a été introduite ici, en adoptant en

tre le fond et le point d'indice N (figure75) une fonction puissance de la 

forme : 
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Les coefficients A et~ x de cette fonction sont déterminés de 

façon à respecter au point d'indice N la valeur de la fonction V(z) et de sa 

dérivée première (obtenue par la parabole VN-Z' V~-l et V~). 

z 

. Figure 75 -

-h 
u 

Le calcul de la turbidité et de ses dérivées près du fond sou

lève des difficultés analogues à ce qui vient d'être exposé pour les cou

rants. Reproduire avec exactitude (autant que possible) la concentration près 

du fond·est d'autant plus important que la fonction de dépôt fait appel à 

cette valeur : 

Dans une première version du modèle mise au point à propos de 

la Gironde (DU PE~rlOA! et SALOMON, 1979) une extrapolation parabolique avait 

été utilisée, criticable quant à l'exactitude des résultats obtenus. 
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Pour mieux simuler les phénomènes d'échelle plus faible que le. 

pas d'espace adopté, on s'est rapproché ici (comme pour les profils verti

caux de courant) de la solution analytique. On sait qu'en régime permanent, 

lorsque la vitesse de chute équilibre la dispersion verticale, la concen

tration suit une fonction de la forme 

On a donc retenu la forme générale de cette fonction pour dé

crire la concentration près du fond : 

(79) 

Après avoir déterminé les concentrations CS aux points de rang 

N-2, N-1 et ~, une interpolation parabolique permet de connaitre la dérivée 

~Cs au point N : 
ê>y 

z 

-h 
cs 

Figure 76 
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On cherche ensuite la fonction de forme exponentielle donnée 

plus haut (79), qui respecte à la fois CSN et (-~~ } fond' Cette fonction 

donne alors la valeur de CS sur le fond, et la valeur extrapolée CS~+l. 

Cette procédure, bien que numériquement très dangereuse (une 

petite erreur sur le gradient de turbidité au point N conduisant à des 

écarts considérables sur CS au fond ou sur sa dérivée seconde), n'a que 

rarement conduit à des instabilités de calcul et celles-ci ont toujours pu 

être éliminées par une paramétrisation adéquate des termes d'échange turbu

lent ( k ~ principalement). 

Stabilité du schéma 

Une analyse de la stabilité au sens de VON NEUMANN (voir para

graphe~B) a été effectuée par HAMILTON (1975) dans le cas d'un système 

linéarisé et sans prendre en compte le traitement particulier des points 

aux limites. Les changements apportés ici au schéma original ne sont donc 

pas susceptibles de modifier les conclusions de l'étude de stabilité, à 

savoir : 

~é- <(minimum { .::1 '}- Â ~ Â ~ ) 

w 1 V'2JiP 
Pour l 1 écoalement subcritïque concerné par cette étude, le 

second critère se révèlera moins contraignant que le troisième .. Le premier 

et le troisième critère permettront donc de fixer des limites à deux des 

trois pas d 1 intégration "( 6é- / 1::. :x. / A. J ) , le troisième étant fixé 

par la densité des résultats souhaités. 

Bien entendu, les remarques faites au paragraphe (I Y, B) à 

propos de la stabilité et de la précision du schéma peuvent être reprises 

ici. Que le schéma soit stable n'implique pas obligatoirement que la solu

tion soit bonne, notamment du fait de la dispersion numérique introduite 

par le décentrement de certaines dérivées. 

Choix des pas d'intégration 

Une hauteur d'eau maximum de l'ordre de 14 m indique pour le 

troisième critère : 
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La limitation imposée par le pas d'intégration vertical est 

mal aisée à calculer à priori, la vi~esse verticale étant un paramètre dif

ficilement accessible. Un ordre de grandeur de W pourrait être déduit en 

l'approximant par la dérivée partielle de la hauteur d'eau (4 mètres en 

une heure) 

d'où 

De toute évidence le premier. critère sera le plus restrictif, 

il correspond à 

f.t = 1 minute pour ÂX = 1000 m ,(~z ) 6 cm) 

At= 2 minutes pour~x = 2000 m {Az) 12 cm} 

Pour homogénéiser les pas d'espace et de temps des trois modè

les conÇus pour fonctionner simultanément, la 'laleur de Ax • 1000 m a égale

ment été retenue pour ce modèle. Le pas d'intégration est alors une minute, 

ce qui présente l'avantage d'être un sous-multiple du pas d'intégration des mo

dèles intégrés sur la verticale, et de faciliter leur fonctionnement de pair. 

Quant au pas Az, il a été choisi égal à 1,5 m par compromis entre 

le désir de précision et l'économie des temps de calcul. Il pourrait être 

très fortement diminué si le besoin s'en faisait sentir. 

Résultats 

Les figures 77 à 82 four~issent une visualisation de la circu

lation au cours d'un cycle de marée moyenne et un débit d'étiage. 

On y notera particulièrement la zone étendue concernée par la 

renverse des courants en fin de flot (fig.nb ) , en comparaison de la renve·r

se de jusant plus brutale (fig. 8laou 8lb) et accompagnée d'un léger dépha

sage entre le fond et la surface très connu en estuaire, et qui apparalt ici 

bien que l'estuaire soit bien mélangé, dans les conditions envisagées. 
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Vitesses calculées oour une situation de ~arée 
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On notera d'ailleurs que cette avance de la renverse de jusant 

près du fond dans la partie aval du modèle, où existe un gradient horizontal 

de salinité, disparaît à l'amont où l'eau est totalement douce. L'intensité 

du courant en début de flot est également remarquable en comparaison du cou

rant de jusant. 

La figure suivante (83) représente les courants intégrés sur le 

même cycle de marée. On a déjà signalé plus haut sous quelles réserves ces 

valeurs intégrées pouvaient représenter le phénomène résiduel, toutefois 

dans ce cas particulier l'intensité des courants intégrés, de l'ordre de 

noeud, pour une situation d'étiage, est exceptionnelle et donc suffisamment 

nette pour ne pas être contestable quant à ses caractères essentiels. On 

précisera également que ces résultats sont confirmés par des mesures en na

ture (AVOINE, 1980). 

Ce courant résiduel (eulérien) dirigé vers l'aval est explica

ble à la fois par la forme particulière de la marée en Seine, et par les ou

vrages artificiels (digues et remblais) qui ont été réalisés dans ce secteur. 

La montée très brutale des niveaux, suivie de la tenue du plein, accentue 

la différence de hauteur d'eau moyenne entre le flot et le jusant, que l'on 

observe de manière générale dans les estuaires. Cette différence de niveau, 

de l'ordre de 2 mètres dans la région des digues, entraîne une variation 

des sections d'écoulement qui se répercute sur les .courants, le volume in

troduit en flot étant peu différent du volume expulsé en jusant. Plus les 

sections d'écoulement augmentent rapidement evec la hauteur d'eau et plus 

cet effet devient important, renforçant les vitesses de flot, et s'opposant 

ainsi à la pénétration des sédiments marins dans l'estuaire. Les digues 

submersibles sont, sur ce point, très efficaces pour ce qui concerne les 

sables (SALOMON, 1976). 

En ce qui conce=ne les sédiments fins la dynamique des phéno

mènes est plus obscure, mais le modèle décrit ici peut contribuer à éclair

cir le problème : 

Simulation du Bouchon Vaseux 

Il apparaît à l'examen des mesures en nature (AVOINE, 1980), que 

des accumulations turbides existent de manière quasiment permane~te dans le 
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secteur des P.K. 320 à 360, Bouchon vaseux qui n'est qu'épisodiquement et 

partiellement expulsé hors du chenal. Le courant résiduel eulérien étant 

dirigé vers l'aval, comme il vient d'être décrit, il ne semble pas que 

l'explication classique liée au point nodal de densité puisse être rete

nue, nous avons donc recherché, à l'aide du modèle, une autre interpréta

tion. 

Pour ceci nous avons considéré que les fonds de l'estuaire 

étaient initialement inafouillables, et avons imposé une turbidité initiale, 

de l g/1 en tout point. Après quelques cycles marégraphiques de fonctionne

ment, en supposant qu'aucune introduction de mat.ériau sédimentaire n'ait 

lieu par les limites amont et aval, on constate fig. ·;7 à 92 que les sédi

ments fins se rassemblent en une sorte de noyau, et oscillent avec la marée 

pratiquement sans être expulsés de l'estuaire. La figure~3 résume le pro

cessus : transport vers l'aval au cours du jusant, décantation faible dans 

le secteur aval et remise en suspension totale, puis transport vers l'amont, 

décantation plus complète du fait de l'étale de flot plus longue et du vo

lume d'eau (donc de sédiment) plus important, et remise en suspension par 

le courant de jusant de manière plus progressive. Il s'en suit que la résul

tante Lagrangienne des sédiments fins est quasiment nulle dans ce secteur 

Les particules s'y trouvent recyclées. On observera également le rôle de 

piège que jouent les irrégularités du fond vis à vis des sédiments. 

A l'examen de ces résultats une interprétation semble se déga

ger, à savoir que selon les caractéristiques de la marée, et son importance 

relativement au débit fluvial, deux mécanismes au moins peuvent expliquer 

la formation d'un bouchon vaseux estuarien : 

- les phénomènes de densité, maintes fois mis en lumière et 

qui sont certainement prépondérants dans les estuaires stratifiés (faible 

marée, débit fluvial important, grandes profondeurs) ; 

-les phénomènes dynamiques de marée que l'on_met en évidence 

dans le cas précis de la Seine; et sans doute d'autant plus efficaces que 

la marée est importante (voire de forme particulière) ec que le débit flu

vial et les profondeurs sont faibles. 
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Turbidités calculées. Deux heures séparent cnacune 
des situations présentées. Marée moyenne d'étiagé. 
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Simulation du bouchon vaseux 
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Probablement ces deux types de causes existent-elles simultané

ment avec des intensités variables ; en Seine il semble que le phénomène dy

namique soit t~ès important dans le secteur endigué, mais il ne serait pas 

impossible qu'un point nodal de densité existe à l'aval des digues, princi

palement par fort débit fluvial, et que la dynamique des accumulations tur

bides y ~oit différente, d'autant plus que la dimension latérale y serait 

à prendre en compte également. 

Cette brève discussion pour illustrer un exemple d'application 

de ce modèle bidimensionnel en plan vertical 
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E -MODELE TRIDIMENSIONNEL DE L'ESTUAIRE EXTERIEUR 

Certaines options prises lors de la définition du programme de 

modélisation de l'estuaire de la Seine, à savoir parvenir impérativement 

à un outil d'analyse et de gestion "réaliste" et utilisable dans le cadre 

du SAUM, avaient conduit à éliminer à priori, l'éventuelle construction 

d'un modèle tridimensionnel. 

Toutefois, au fur et à mesure que les études du SAUM (observa

tions de terrain et résultats des modèles) progressaient, il est apparu 

clairement que le système estuarien de circulation différenciée sur la 

verticale, était dans ce cas d'estuaire, situé très en aval, et que les 

modèles laisseraient dans l'ombre un aspect important de la dynamique es

tuarienne, s'ils ne pouvaient simuler la circulation selon les trois di

mensions, au moins dans le secteur extérieur proche du Havre. 

Il a donc été décidé de procéder à une extension partielle du 

modèle bidimensionnel horizontal sur la dimension verticale, en réalisant 

un pseudo-modèle tridimensionnel. 

Ce type de modèle dont les hypothèses et les équations ont été 

formulées au paragraphe (II.B), ne reproduit pas l'advection différentielle 

des substances dissoutes, et n'agit pas sur le modèle bidimensionnel hori

zontal. Il constitue un compromis entre le désir de simuler d'une manière 

aussi complète que possible les phénomènes estuariens en Seine, et les·con

traintes de durée de l'étude et de moyens disponibles pour la mener à bien. 

1 - Formulation du problème 

Le système d'équations établi plus haut (§ IIB), concerne les 

écarts des variables par rapport à leur valeur moyenne sur la verticale 

ê..,,.. "è-t" • 
J_ .... 

CJ(;1/v ~) 
t'l-I J?r 

2:1- 2-!t- ~ J (A!._.. frf) 
111 J}-
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On peut observer que la variable z a une limite supérieure varia

ble • Pour simplifier la résolution des équations, il est intéressant d'o

pérer un changement de variable de fa;on à travailler en "hauteur réduite" 

dont les limites sont fixes 

Soit f 

Alors, quel que soit ) et èonc t, 

~ varie de 0 à 1. 

Fo~ules de c~an2ement de variable 

~ 
0 

Si l'on consièère le ~cuveau syst~e de coordonnées X = x, 

·y • y, T = :, en a : 

= " () 1 

) 
+~ JT 
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Remarque la vitesse w qui sera conservée dans les équations désigne la 

composante verticale de vitesse correspondant à l'ancienne 

coordonnée verticale z, c'est-à-dire 

Ecriture des équations dans le nouveau système (X, Y, r, T) 

Puisque ')" et h sont indépendants de J , d'après (R) les condi

tions d'imperméabilité au fond et en surface gardent la même expression. 

Par contre, les équations (j 5) et f1?) prennent la forme 

/} '. / 1 
A.(...,,-

"" 
..,(,. : -t; t 

(en remarquant que 

L'équation de continuité, quant à elle, devient 
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êJU + èJV-+ ;).; r ~~ ... .:!_;;w-.,. , -f- ~ ~ _ 5_ Jl;) 2.d css) 
0X oy ay. D'( H 7( ' H rJX H- ~X c?t 

+-(-f- ~ c)4 - ~ J~ ~ d~ . 
l ---;::;-:- cl( 7i" e/ i 1 ~ 5 :: o 

Enfin, on peut regrouper dans les équations (87) les termes non 

linéaires qui, si l'on tient compte de l'expressioq de la vitesse verticale 

en surface, s'écrivent 

11'.' =Il' . .,. J:.!] ~2r .. : - -(U..,. A:t.J d..it· _ .4. ~v,+- .::L )/ 11 (Jr.,,..,__ d'f · 
.c, -4 H at- "Tf - ~ ,. 7"Xj" . 1- rx f . r1 ~x f , i) .. 1 , 

+ 2 2',; l If -1 ( ~. + u J t) ~ • i ! À - ""i- ; J ~ 
J ~ • 7f ·1 1 'hi H t 1 . ~' è X. j 

+ ~ V.il;" - UJ-
, 

Par ailleurs, on suppose que la viscosité turbulente verticale 

est indépendante de la direction horizontale considérée et qu'elle peut 

être exprimée comme le produit d'une fonction de T, X et Y et d'une fonc

tion de f (cf. BOWDEN, 1965). On peut alors poser : 

(NIHOUL, 1977) 

Finalement, le système d'équations à résoudre est le suivant 

~ -/ ~ ~Il~ 1 6" _ ~% - 2?" -r r d f). ?[) 
di t'tl J~ 

1 2: .., '(À d~' ~;:;: + ~:: 4-; ,.c:;,- ~1- ~~r. v_t?'_ ;~} 
r)J ~H J~ . 

dUr __ H ;/Vr4')_ H J('l,. ~) r j(f -1 J~ t r;s)i'*-... 
df- D;x: . Jy (' :J,< dX ~~ 

1 

Avec : 
+-!rf·") ~t ,. rn.· ;.;-
' J'! J)'', J5 

fi_.· ::. - ( U~· • ~~ 1 ;)M'.; -~ 1~ ... ·. t -1_ }_( H/J: . ..:r;. d'() 
'~x; !J~; H CJX.f -~ 

(59) 

(50) 

(S 1) 
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Elles sont représentées par la donnée des tensions de frottement 

en surface ê"s et au fond êf qui interviennent par les formules : 

Le choix de l'expression de~f sera discuté plus loin 

le frottement adopté est du type CHEZY : 

(S2) j 

~~ + Ar~ 1 représentant la vitesse au voisinage du fond (en fait à H/3(N-l) 

du fond). 

La contrainte de surface quant à elle aura une expression sem

blable à celle utilisée pour le modèle horizontal (cf. III.C). 

On remarque que les conditions d'imperméabilité au fond et en 

surface devront être respectées. De même la somme des fluctuations sur la 

verticale devra être nulle 

Enfin, si l'on tient compte de la viscosité du fluide, la con

dition d'imperméabilité au fond se transforme en condition de vitesse nulle, 

d'où : ~ u . - . ~ ... -- . .<,. 

-~ 



z- ~éthode de résolution des éouations (~9, ~0, 91) 

Le principe adopté est une résolution ncmérique progressive des 

équations à partir de valeurs ini~iales, les équations étant discrétisées, 

selon un schéma en différences finies. 

Une méthode totalement explicite du type DUFORT-FR~~:ŒL, inspi

rée de la méthode du "saut de mouton", a d'abord été expérimentée : mais 

les conditions de stabilité du calcul entrainaient un pas de temps très 

faible et donc des temps de calcul trop longs. Aussi a-t-on préféré utili

ser un schéma partiellement implicite. 

T 
Tn 

M., 

T Mr< e .AT 

Tn-1 

To L ... --'------L.---~--
;',=0 

Figure 94 Présentation du domaine d'intégration. 

Schématisation des dérivées 

Si on exclu: dans les équations les te~es non linéaires Ai et 

les :e~es de densité ~i, le syst~me ~0) - (91) devient un système à deux 

inconnues~ et v fonc:ions de deux variables ! et ~ , pour un couple (X,Y) 

fixé. Les dérivées en T ou en r d'une fcnc:ion f sont.respec:ivement expri

mées dans l'espace discrétisé (1':1, fk) aux poi:1ts ~~et ~S (voir figure 9L.), 

Elles s'écrivent donc sous la for~e des d:fférences finies suivantes 
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f 1< Il - f 1< 11•1 

~T 
(dérivée temporelle centrée) 

.. 6 . .;;f..;;"..;.;•'-"~--~2:-f-"~"-· ,....__+_f_,._._, _, 
(~~)" 

+ 0 _ 6) f ",, ,_, -~-F2_f-:;";...,";--''---+_f_t_.""', _, ___ , 
(~~)2. 

est le coefficient d'excentrement selon la dimension "temps" 

des dérivées spatiales. On remarquera que ces dérivées sont 

centrées selon la dimension "spatiale"· 

la dérivée seconde en f de f, entre les instants n-1 et n, 

n'est fonction que des valeurs de f au temps n-1 : le schéma 

est dit explicite. 

cette même dérivée seconde n'est alors fonction que des va

leurs de f au temps n (qui sont inconnues) : le schéma est 

dit totalement implicite. 

-pratiquement, nous n'avons utilisé que des dérivées centrées dans le temps, 

c'est-à-dire telles que 9• 0,5. 

Schématisation des équations 

Le problème posé est le calcul des vitesses à l'instant T en 

toutes les cotes f, connaissant les vitesses aux instants précédents Tn-1, 

Tn-2, etc ••• 

Pour le résoudre, on écrit les équations (9 0) et (91) à la cote k 

et entre les instants n et n-1. Pour découpler les équations (90) et (.91), 

on peut rendre les ter.Des de CORIOLIS explicites, ce qui se justifie par la 

faible importance de ces termes. On écrit alors (en supprimant la notation 

".,./', puisqu'il n'y a plus que des fluctuations de vitesse) : 

U.t, -ut.,, 
~~ 

C93) 

, +(1-e)cr [ +Vow,..,-v~<,., f v,,w-v~r-,,..~1 
J ~ ~ Àk ~ é; - Jt ~.; J 

( 9 .L) 
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Qi = Ai + Gi - -rs,- Tf; 
avec 

H 

et .À; 
À ... ,+ :..., 

À- -À.,_,+ Àt 

2 2 

Ces équations sont en fait des relations i:plicites du type 

..u.. -; (_,tl, ) ..u .-'<. ..tl 4 Vi . ) 
.... '"'- •. 1.,•·1 l,~, .... tJ /t.f, .... f 1 .J.f,-. 1 A..,t,Nt 1 ~, .... 1 

(on peut permuter u et v) 

Les conditions aux limites sont introduites par l'i~termédiaire 

des équations du mouvement a~~ points frontières. Ces équations s'expriment 

alors sous une forme particulière car on ne peut calculer de manière centrée 

" ( ~ J-4 ') 
cl \ JE 

J ~ 
aux bords èu domai~e en eifet J.u.A·j)(n'a pas de sens au-delà des limites. 

Pour éviter d'introduire des dérivées secondes excentrées, on 

écrit les équations non plus à la li:i:e (k • 1 ou~), mais à 6V3 de cette 

limice (voir fig. 95). Les c:er.:nes J.t'.jJ~ sont quant à eux calculés aux limites 

à l'aide des formules (92). 

r k:N 

t 
k: 3 ), 3 

tS~h 

2' 
A~/6 2" 

ft 

;!f,/3 

. k:2 ~2 
L"'l/3 

2' 
t.~/3 

1'. 
~'i/3 

1 l/111/ 

Position des points èe cal:ul , pres de la limite (les équations 
sont résol~.:.as aux ?Oints :-epé:-és ?ar le sy::bole "• "). 
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En (l') on écrit 

a au; 
o ar (À~-) i = 1,2 

Compte tenu de ces relations, les équations (93) et (34) s'écri

vent en 1', sous for.ne discrétisée 

cs 3-1) 

(,94-1) 

On obtient par un raisonnement analogue la for.ne discrétisée des 

équations (93) et (~4) près de la limite supérieure (en ~·, située à Af/3 

de~). 

(S 4-N) 

Les vitesses n'étant pas calculées aux limites, les termes 

aux points voisins (k • 2 et N-1) doivent être exprimés 

respectivement en fonction des vitesses en ka 1' et k • ~·.On a alors 

pour k a 2 (voir fig. 95) : 
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(À~)] ) 
a.; z· 2~~/3 

avec 

u;2 -u;,· 
2t.F,/3 

avec u 11 • eu;,, +(J-e) u; 1 , 
1 

1:1,2 ou3 

La for::oe discrétisée des équations (90) et Œ 1) en 2 est alors 

Uz,-U 2tt.1 3 ( 
t.T •Qx+fv2n-l+ St.F,2 ().3+Àz)(eu3,+(1-S)u3n-t) -0.3~\2+).,XSuz,+(l-e)u2n-l) 

+ (2).2 +À,) (eu,, + ( 1-d) u, ,_,) ] 

=Qy -fu2~t 5 ~~ 2 [(1. 3 +À2 ) (ev 3 ,+ (1-e)v3,..z)- 0.3~+1.1 )(ev2,+(1~S)v2 n-t) 
+ (2!.2 +>.~(ev,, +(1-e)v,,_t)] 

(33-2) 

(B4-2) 

Les for::oes disc~étisées 93-(~-1) et S4-(~-l) des équations (90) 

et (31) en ~-1 sont analog•.Jes : il suffit de remplacer dans les relations 

(13-2) et (34-2) les i~dices 1', 2 et 3 par respectivement N', ~-1 et ~-2. 

Remaraue 

Dans les relations rq3) et (_q4) les ter:nes Qi, ? - ?- t ~ -si e~ ~fi peuven 
être écrits en fonction des inconnues uik~ et modifient alors l'allu~e des 

équations, en particulier leur li~éarité. Par si=plification, on les consi

. cièrera comme fonctions explicites des variables Uikn-1· 

L'ens~ble des relations 93-1, g3-2, BJ (pour 2 ~ k < ~-1), 
~3-(~-1), ~3-N d'une part, et 94-1, 34-2, ~4 (pour 2 < k < ~-1), 3~-N 
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d'autre part, constituent deux systèmes matriciels de N équations à N in

connues (les Ukn d'une part et les vkn d'autre part, 1 ~ k ~ N). 

On peut écrire les équations (93) et ~ 4) en regroupant dans les 

premiers membres les termes inconnus Uikn· Les systèmes d'équations alors 

obtenus (voir planche de la page suivante) peuvent s'écrire sous la forme 

matricielle : 

( .5) ou ( .6) 
= 

où (Un) est le vecteur( ••• , Uk, ••• )à l'instant net [A], [Bj, [c)des 
matrices connues avec A de type tridiagonale. 

' ' 
c. Soit [A J de la forme ' 
-4 

On est donc ramené au problème classique de résolution d'un 

système tridiagonal. 

Qx (resp. Qy) regroupe, outre les termes de frottement 

les termes d'advection et les termes de densité. 

Termes d'advection 

Dans une première version, nous avons négligé la contribution 

des vitesses verticales.dans les·termes d'advection. D'autre part, il est 

apparu utile d'ajouter à ceux-ci le premier membre de l'équation de conti

nuité (égal à zéro), multiplié paru, de façon à remplacer les termes : 



Schéma implicite de résolution des équations des fluctuations de vitesse 

On pose R .. 0 o/2t:.( 2 et P "' (I-O)o/2M,: 2 

La notation indicée "n" ou "n-1" a été supprimée (les Un sont dans les premiers .membres. les un 1 dans les .l 

seconds). 

~Y~!~~~-~~~~~~!!2~~-~U-~ 

u 1 ( 1/h'f +fR (>. 1 +2A. 2 )]+u2 [-jR(.\ 1 +2À 2 )~ • ~~ + Qx + fv1 - t ~~~ + f P(A 1 +2). 2 )(u2 -u 1) 

bt +------------------d.---------------------~ 

..------------------------ d 2 -----------. 

N 

--------------------------------------------------------- 0 
Pour 3 ~ i <"N-2 

u,_, ( -n(,\,+ Àj_,)] + u; ( 11~1' + R().,_,+ n,-IÀ,,,)] + "ùt [ -R(À,+À,#,)] "' ~~ + Qx + fv;+ P[ (l,+À;_,) "i-1- (>.~.-~+ 2À; +À,,.,) u; + ().,HI .. r) Uùf] 

Ci 
._ __________ di ___________ _.., 

-41----------- dN-1 

) 1 3 liN 
fvN 

3 TSX 3 
(uN -UN-I (-} 1{ (2ÀN-I+)'N) ] + UN ( f:; 'f +2ft ( 2.\N-I+)'N)) = --- + Qx + + 2 lll\t;; - 2 p (ÀN + 2).N-J) LIN-1 ) fiT 

aN bN CN"•O -4 dN 

En notation indicée. le système s'écrit : a 1 Ui-1 + b j U j + ci Uj+t ... ~i • i = 1 , N 

Les équations restent sen.blables, seuls les termes d 1 sont modifiés (f. tfx, tSx et 
Qx deviennent res pee ti vement -f, l fy, tsy et Qy). 

-..J 
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ceci améliorant les résultats (les dérivées horizontales des fluctuations 

de vitesse sont à la limite de la précision du modèle). Les termes Ai de

viennent donc 

/l-4.• - - U • J .iL,; d ././._.• :~i n • dU ,i u . Aj U ·' A ;) { Il~~ .,64 , J ~ } - 1 Jx· - - - - _..t ,....,._ - .-... ~ .,. - - n .• : i ~ 5 
r rJXf dX~ J'Xl Ji rJX; ~ <~a) 

-~- 'J~ .... lr·1(~.~.i~u~Jil~il-"··"' J ~~ \ -r.o ... J.tt .. /f..:-t J4 ~1. 21./ 
J ~ ~ fi cl'!f H. } rj dx fi ) j ( ;./ J X f H ) X f · 

D'une manière générale, cette expression est calculée en rempla-

çant les dérivées par des différences finies. 

Plusieurs difficultés sont apparues dans l'application de cette 

formule : la grande variabilité de ui au voisinage du fond, entraîne un man

que de précision dans le calcul des ter.nesj.:.~. d f et J~-4· 
0 ... 1 J f 

1 

Ainsi, le calcul des intégrales du type//df a-t-il été effectué 
J, 

entre 0 et 2H/N-1 selon la méthode de SL~SON qui consiste à assimiler la 

fonction f à une parabole et à en évaluer une valeur exacte de l'intégrale. 

Dans le cas général, on a f 

Xt.: 6x J fdx "' 3' [f (x1) +4f (x 1.,. 1) + f (x 1.,.2)] 

X; 

i i+l i+2 x 

·..r 
Pour le calcul des intégrales h t 1 ~ , on applique la formule 

ci-dessus entre l~s points de calcul n° 1 et n° 3 (voir figure 96). Il faut 

au préalable définir la valeur de fen 1, ce qui s'obtient par extrapolation 

parabolique à partir de f(1'), f(2) et f(3). Il vient : 

f(l) .. 1-.8 f(l ') + 0.2 f(3) - f(2) 



point de 
calcul 

N 

N' 

N·1 

N·2 
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··························re. ë; . .l 

3 

3 -----------------------

2 --------------------------- valeur 
extrapolée 

1' ---------------------------- 1 ~4'3 r 1 L.::o~ ________________ _. ___ -:---l--

Figure 96 Calcul des intégrales 

gration. 

f 

valeurs des pas d'inté-

Au voisinage de la surface, les gradients sont assez faibles 

pour qu'une intégration linéaire suffise. Cependant, on doit tenir compte 

de l'excentrement du point de calcul N. Finalement, on peut écrire 

Par ailleurs, le terme J-4. au point 1 ' peut être évalué de 

différentes façons, par exemple : cJt 

... v ,./.~.:_ 

La première esti~aticn a re1:e::1ue 

à des te~es è'aciv.ection trop élevés. 

car la. seconde conèuisai: 

Enfin, on a constaté que les valeurs nucéri~~es des te~es Ai ne 

"espeo:aienc ?"' la oonditicn ~t(te~es d'adveocion) • 0, entrai~nt 
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alors une variation du courant moyen. Pour corriger cette erreur, deux tech

niques ont été essayées : 

a) - prendre Ai 

b) - prendre Ai 

Al 

(1 ) .. - itl-' d -4. 
(k) .. llo&· (.J.) 

ce qui 

~ 
lv·1 

se justifie par l'imprécision de Ai(l) 

1,4"'. elA 

Les deux méthodes ont donné des résultats comparables en vitesse, 

mais la seconde a été retenue parce que la fonction Ai(t) ne présente alors 

pas de "cassure" à t = ~t;. Il faut en outre remarquer que les termes d'ad

vection corrigés sont très peu différents des originaux. 

Termes de densité 

Le calcul des termes de densité repose sur la connaissance de ~ ~ 

et> en tout point et à tout instant. 

- h et ~ sont fournis par le modèle de courants intégrés sur la verticale. 

-~est calculé en fonction de la salinitéS et de la température T à l'aide 

de l'équation d'état simplifiée ici sous la forme : 

~- 0.0008 pour Sen °/oo 

S est soit déduit de mesures en nature, soit fourni par le modèle de cal

cul de salinités moyennes sur la verticale, auquel cas son profil vertical 

devra de toutes façons être défini à partir de mesures. 

" .. · = ;f "J ( k fr~+"'. s J d' "f) c~ r; _ cJ HL /'-r.,. ~) J t~ r 
~ ~XL f ~; f (~9) 

1" dJ e c( ( S -ii a/ t) ._ J ).1 ( Îff:,( )) f d; - fir< ~~~ J Jx.; " ---a-x:· lv,- / 

Le calcul de Gi est effectué en différences finies, en commençant 

par les intégrales. 

Mode d'utilisation du modèle bidimensionnel 

Les valeurs Ui, h et r utilisées pour le calcul des termes de frot

tement, d'advection et de densité sont issues du modèle bidimensionnel en 

plan horizontal. 
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Or, ce modèle donne U, V, h et> aux noeuds de quatre grilles 

d~calées les unes par rapport aux autres (voir figure 20). Il a donc ét~ 

nécessaire de calculer par interpolations les valeurs des quatre variables 

aux noeuds d'une grille unique (en l'occurrence celle des surélévations ) 

qui coïncide avec celle où sont calculées les fluctuations de vitesse. De 

même, les valeurs des variables autour des points de calculs ont ét~ recal

cul~es aussi près que possible de ces points de façon à remplacer dans les 

équations, les dérivées par des diff~rences finies centr~es et "fines" (i.e. 

portant sur un A x faible). 

Remarques 

J) le modèle horizontal ne fournit pas simultanément U et V : si~ t désigne 

le pas de temps de ce modèle, les calculs de U et V sont décalés de ~t/2. 

Dans la pratique, ce décalage est négligé car le pas de temps utilisé est 

faible. 

2) les expressions générales des gradients horizontaux de vitesses, hauteurs 

d'eau et salinités ne sont plus valables près des limites du domaine ni 

à la côte. Il serait possible de les modifier par des formules utilisant 

des différences finies excentrées ou des valeurs interpolées, mais dans 

la plupart des cas, le calcul a ~té simplifié et , près des li-

mites les termes d'advection ou de densité sont négligés. 

e) E~S~Ei!~1~!i2~-l-i~!§8!~!i2B-~~~-~~~~-~2~~1~~-E2~!-~U~-!~~21~
~!2~~~-E!2~!!~~-~ri~i~~~~i2~~1 

La résolution des équations régissant la structure verticale des 

courants s'organise autour de la résolution du système linéaire (95-~6)! Au 

préalable, il est nécessaire de déterminer à chaque pas de temps &t 

- le profil de viscosité verticale (A(K)) (il peut en effet varier avec le 

temps) 

- les termes d'advection : ces termes explicites sont calculés à -j t en 

fonction de u, v (et w) fournis par le modèle vertical d'une part et de 

U, V, h, dournis par le modèle horizontal d'autre part. 

- la tension de frottement au fond : on peut rendre ce terme implicite en 

le calculant à l'aide de U et V évalués à- Ât/2 : ceci suppose un pas 

de temps deux fois plus court pour le modèle horizontal. 
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- les termes de densité : on peut aussi les rendre implicites en les expri

mant au moyen de S et HS calculés par le modèle horizontal à - ~t/2. _., 
- la tension de frottement en surface, fonction de la différence (Vvent 

(U + U)'). 

Enfin, il reste possible d'évaluer les vitesses verticales à par

tir de Ui et ·u;. en utilisant l'équation de continuité sous la forme (51). 

L'ensemble formé par le modèle horizontal et le modèle vertical ainsi défini 

constitue alors un · - ···· . modèle tridimensionnel de simulation du mouve-

ment. 

REMARQUES L~ORTANTES 

1) Le programme de calcul de la structure verticale des courants 

est construit de telle sorte que la prise en compte des termes de densité 

ainsi que celle des termes d'advection restent optionnelles. 

2) L'expression des termes d'advection en un point suppose un 

calcul de la structure verticale au voisinage de ce point dans chaque di

rection cardinale (soit en 4 points minimum) .• 

3) Si les termes d'advection sont négligés, le calcul de la 

structure verticale devient strictement unidimensionnel et peut être effec

tué ponctuellement : c'est là l'intérêt principal de la méthode adoptée pour 

résoudre le problème tridimensionnel du calcul des courants. 

3 - Discussion sur le modèle vertical 

Il apparàît que le modèle muni des conditions aux limites décri

tes plus haut ne permet pas de calculer les vitesses aux limites elles-mêmes 

mais seulement à une distance verticale~~~ de ces limites. Il est donc 

intéressant de chercher comment on peut en déduire des valeurs aux frontières. 

La condition de surface 

La première idée que l'on peut avoir pour le calcul de la vitesse 

en surface consiste à extrapoler les valeurs .obtenues aux points de calcul 

situés plus bas. Ainsi, pour une extrapolation parabolique, et compte tenu 

des valeurs de U' aux points N-2, N-1 et N' (cf. fig. 96), on calcult~ en N 
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(i.e. à la surface) à l'aide de la formule 

= 

L'extrapolation sera jugée valide si la valeur alors obtenue est 

sensiblement la même quelle que soit la taille du pas d'intégration~~ utili

sé. Les résultats montrent que l'extrapolation est satisfaisante quand la 

viscosité verticale ~z ne s'annule pas en surface (en effet, si ~z- i.e. 

À(f)- tend vers zéro en surface, les gradients de vitesse deviennent très 

forts et l'extrapolation plus aléatoire). Or, habituellement, on considère 

que la viscosité verticale conserve en surface une valeur non négligeable 

(bien supérieure à la viscosité moléculaire) ; l'extrapolation adoptée est 

donc justifiée. La figure 97 illustre les résultats obtenus pour deu.."'< pr_o

fils de viscosité et deux maillages verticaux. 

H 

20m t~-._--------~-

15, 

= ~ (1-0' 9~) 

lûl 
10m~----------~----------~ 

0.05 

u = 0.1 m/s 
v • 0.1 m/s 

m/s 

T • to·'"m 2 s· 2 
sx 

1" = 0 sy 

H 

t -· . 
.......... 

i 

/ ... 

o.os . 

---lül pour ~~ • I/29 

·---·----- 1 Ü 1 pour 1.~ • 1/9 

IÛI 

m/a 

Extrapolation parabolique des vitesses en surface, en :onc:ion 

du profil de viscosité verticale et du pas d'i~tégration. 
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Condition de fond 

Dans ce paragraphe, ainsi que dans le suivant, on a simplifié 

l'écriture des équations en supposant l'origine du repère au niveau du 

fond (soit d • 0). 

Avant d'envisager une extrapolation des vitesses au voisinage 

du fond, il peut être utile de revenir sur l'expression de la contrainte 

de frottement sur le fond qui nous a servi de condition limite. En toute 

rigueur, par souci d'homogénéité du calcul tridimensionnel, l'expression 

employée pour le modèle vertical devrait être identique à celle utilisée 

pour le modèle bidimensionnel horizontal, à savoir : 

Cependant, il est évident qu'une telle expression ne peut reflé

ter le frottement dans le cas d'un écoulement qui ne serait pas plan, puis

qu'alors les vitesses au voisinage du fond n'ont pas la même direction que 

leur moyenne sur une tranche d'eau. D'autre part, et c'est le cas lors des 

renverses de marée, il peut arriver que les vitesses s'inversent de la sur

face au fond, correspondant alors à une valeur moyenne nulle. 

Pour tenir compte de cette difficulté, la solution la plus natu

relle est d'exprimer le frottement sur le fond en fonction du courant au voi

sinage du fond. 

Une telle expression peut se justifier par une méthode analogue 

à celle de P~~TL mais moins contraignante sur les hypothèses faites sur la 

longueur du mélange (il suffit de supposer qu'elle s'écrit linéairement en 

fonction de la cotez, seulement au voisinage du fond). 

On obtient alors 1 'expression ded' f 

~ J< M.t(l) 

1 ')... ~~-
( -"1 - : 
: ~o1 / ,. . ""' .... / 

prec~sement, nous avons Plus choisi d'exprimer dans le modèle~f 
en fonction de la vitesse à jf/3 du fond (soit àAz/3H) :· 
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l 
2 - fK .-tirt 

/ -( l.~j HA~) .t 1 
3 ~" 

et pour un écoulement tridimensionnel : 

~1(9.. t~tl .Ml 
( }.,.tl H~~)l 

J ~<1 

On remarque que le coefficient de frottement varie avec la pro

fondeur ; cette expression de ~ est à rapprocher de celle utilisée pour 

le modèle à deux dimensions en plan horizontal 

avec e(coefficient de CHEZY) = 7.83 Log (H/Ezo) (cf. chapitre IV.B). 

Par conséquent, pour un frottement exprimé en fonction de la vi

tesse au voisinage du fond, la formulation la plus homogène avec celle adop

tée pour le modèle horizontal s'écrit : 

(100) 

é coefficient de CHEZY identique à celui du modèle horizontal. 

Valeur de la vitesse au fond 

Du point de vue physique, l'écoulement étant visqueux, la vitesse 

au fond est nulle. Ce résultat est en accord avec le profil logarithmique 

attribué à la vitesse près du fond pour justifier l'expression du frottement 

adoptée. Dans le calcul de la structure verticale des. courants, on imposera 

donc au fond une fluctuation de vitesse u opposée au courant moyen U. 

Cependant, si onessaie·de "caler" une.variationlogarithmique 

sur.les vitesses obtenues aux po.ints de· calcul situés près du fond~ on ob

tient de nouvelles valeurs de v~ (donc~f) et de Zo : on pourrait alors en

visager, comme NIHOUL (1977), de recommencer l'ensemble des calculs (modèle 

horizontal - modèle vertical) avec les paramètres ainsi obtenus, le proces-
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sus pouvant être réitéré jusqu'à convergence. Une telle méthode itérative 

n'a pas été appliquée en raison de l'importance des temps de calcul qu'elle 

entraîne. D'autre part, il n'est pas évident que la solution ainsi obtenue 

soit indépendante de la variation logarithmique des vitesses près du fond 

utilisée pour le calcul de Gf. 

Par contre, il paraît très attrayant d'affiner le calcul des vi

tesses près du fond en augmentant le nombre de points de calcul ou mieux 

en adoptant un maillage variable, par exemple tel que la dimension des mail

les diminue de manière logarithmique vers le fond. On pourrait alors étu

dier dans le détail le profil de vitesses près du fond, en déduire une valeur 

à la limite et réajuster l'expression du frottement à l'aide de la condition 

supplémentaire 

Profil de viscosité verticale 

Nous âvons admis plus haut que le coefficient de viscosité tur

bulente verticale pouvait s'écrire : 

~ = ritt c-(T/ :(1 1) ~tf J 

(cf. BOWDEN, 1965 NIHOUL, 1977) 

Par ailleurs, nous avons vu qu'en appliquant la théorie de 

PRANDTL on pouvait exprimer Nz en fonction de V~ et donc de~f à l'aide 

de la relation : 

Alb : ~ -g v~ ( ~- ;;-) : ~ d fFi ( -'~- ~ ) 
( (cf. chapitre III. D) 

Si l'on considère que la loi de PRANDTL est réaliste près du 

fond, la relation ci-dessus indique le comportement asymptotique de Nz 

en fonction de z. 

Enfin, parmi les nombreux types de variation verticale proposés 

pour Nz, il est apparu difficile de choisir, en raison du manque de mesures 

en nature nécessaires pour la détermination des coefficients numériques (cf. 

chapitre IV.D). C'est pourquoi on a testé plusieurs profils caractérisés 

chacun par une tangente à la limite du fond conforme à la théorie de PR&~TL. 

Ainsi, on peut écrire : 
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tV~ :. Htc;- )f'f) 

v= }( 'ffi /H 
À~ '(fi'f) ;4.' /tr>) 

:. où - 0 
()) 

K = -Il,. rr +- 0/ ~ 1"' (constante de Karman) 

c 

Les paramètres numériques 

-t 

Les paramètres numériques introduits lors de la schématisation 

des équations sont le pas de temps /),T, le pas d'espace tJ; et le coefficient 

d'excentrement 9 

Ces paramètres devront être choisis de telle sorte que la méthode 

d'intégration des équations soit convergente. Nous avons vu (chapitre IV,B) 

qu'il suffisait que le schéma numérique soit consistant et stable pour que la 

méthode converge. 

Le terme de CORIOLIS étant très faible pour les profondeurs du cas 

d'étude, nous allons examiner la stabilité du système (93, ~4) en négligeant 

la force de CORIOLIS. Dans ce cas, les équations (~3) et (5'.4) sont découplées 

et peuvent s'écrire schématiquement 

En s'aidant de développements de Taylor, on peut montrer aisément 

que ce schéma est consistant. Il suffit donc de montrer qu'il est stable pour 

s'assurer de la convergence. Le critère de stabilité utilisé dans la suite 

est celui de VON NEUMANN : la fonction solution étant décomposée en série de 

FOURIER, la méthode consiste à examiner l'amplification au cours du temps 

des termes de la série. Si le facteur d'amplification~' c'est-à-dire le 

rapport Un/Un-1, a un module. inférieur à 1, le schéma est stable. 

Examinons donc la propagation d'une onde sinusoïdale de la forme 

() _ U .i(wt- -1-J~) 
- o e 
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on obtient 

Œ~/- ·= % + 6~ 2 [ À,t Ce i~C t) - À; (l-e -ikilE;)] ce a+ 1-e) 

+ ~ t.T + (1-!~zot.T [À: (eikt.;_ 1)- À; (1-e-ikt.;)J 

1 - o:~r2 [ Àt (e ikllr;_l) - Àk (t-e -ikt.~>] 
a. 

L'examen du module de l'expression ci-dessus n'est pas simple, c'est 
pourquoi nous allons poursuivre les cal~uls ~our le cas particulier 
d'une viscosité verticale constante : Àk = Àk s. À. Il vient alors : 

1 + g ~r + (1-e) oÀ~T 2 < kt.~ _ 1) a = u ~ t.; 2 cos ., 

1 - oÀet.T 2 (cos kt.;- 1) 
t.E;"-

la condition l al < s'écrit : 

1 1 + (3 + (1~~1oÀ 2 (cos k.:H;-l))t.TI ~ 1 1 - <!~; 2 (cos kt..;-1)) ~T 1 

. OÀ 
posons B • t.;~ 2 (coskt..;-1).0n remarque que B est négatif ou nul. On 

obtient successivement : 

ou 

1 1 + (~ + (1-d) B) é.T 1 ~ 1 - 9Bé.T 

(1 + (~ + (1-8) B) t.r)2 ~ (1 - 6Bé.T)2 

or [<<&J 2 + 2 ~ (1-a) 3 + (I-2a) B
2l tT+ z<% • Bl] ..; o 

2 <& + B) 
é.T ~ - ~----------~----~------

(~)2+ (1-29) a 2 + 2 Q (1-e) B u u 

(1-29) B2 + 2 Q (1-5) B > 0 u 

2 (g_ + B) 
u 

j,! ~ - --~-------::;------:-----
( Q\"- z Q 'Ül + (1-29) B + 2 Ü (1-e) B 
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si ·a • 0 (mod~le explicite) T !'( 2U 
6. " - BU + Q 

==? si a = 1/2 T 2U • Q 0 Q B tJ. ~ - - s 1. - < ou - > -
Q u u 

si e = 1 (aodèle implicite) "T :< 2U . (9.)2 > B2 
u '-'BU- Q Sl U 

On voit que pour e = 1/2 (cas où les dérivées spatiales sont centrées 
dans le temps) la condition de stabilité est particulièrement simple : 

tJ.T :< - 2u si g_ < 0 
...... Q u 

ou en remplaçant Q par sa valeur (cf. paragraphe 2.3.2) 

2U 
tJ.T ~ -------------t, --rs 

H - A- G 

(si Q < 0 ou g > - B) u u 

ou encore dans le cas où les termes d'advection A, les termes de densité 
G et ceux de frottement en surface sont faibles devant le frottement sur 
le fond : 

(. ; J 1 ff . . Q - g! u 1 < 0 ) \n genera , on a e ect1vement Ü ~ HC 2 

Cette relation constitue une condition de stabilité indicative, 
compte-tenu des approximations effectuées. On remarque cependant que plus 
le frottement sera fort, plus le pas de temps devra être faible. Par ail
leurs, il s'avère que les termes A ou G ne sont pas toujours né
gligeables et peuvent alors atteindre des valeurs importantes, menaçant 
la stabilité du schéma. 

Application· numérique 

H • 10 m 

C • 30 m 112 .s-1 

U ~ Uf = 1 m/s 

g "" 10 m.s-2 

AT < 1800 s 

~~!-~:_Q, la ·condition serait tJ.T < BU-:uQ avec B • ~~2 2 (cosktJ.~-1). 
B et Q étant du même s~gne,,la condition défavorable est 
obtenue pour cos ktJ.;= u, solt : 

2cr\ V. , ({j2 
B • - tJ.é; 2 = - tJ.; "-H K Y g Cl 

avec la même application numérique et À • 1/2, A; • 1/10, on a 
B ~- 0,4 d'où ~T < 5 (s), ce qui est très. contraignant. 
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Choix des paramètres 

Par sécurité en matière de stabilité, nous avons conservé pour .B , 
la valeur 0,5. Dans ce cas, la stabilité semble indépendante du pas d'inté

gration dans la dimension verticale (en fait, la condition de stabilité n'a 

pas été éerite dans le cas général où ,\ <n n'est pas cons tant). Pratique-

. ment, le choix du pas~ ~ a été fait en :onction de la ·précision souhaitée 

pour les profils de vitesse, en particulier au voisinage du fond. Générale

ment, on a choisi A 5 • 1/9 (soit 10 points de calcul sur la verticale). 

La condition de stabilité étant large, le pas de tempsAT a lui 

aussi été choisi en :onction de la précision voulue sur l'évolution dans le 

temps du profil de vitesse. De plus, le ~odèle horizontal fou~it une vitesse 

moyenne toutes les 2 minutes et celle-ci est prise en compte par le sché~a 

numérique à la fois sous une foroe explicita at sous une fo~e "centrée cians 

le temps" on a donc choisi un pas de tacps de 4 minutes. 

Mise en olace infor.natiaue 

Le modèle a été implanté sur de~~ types d'ordinateurs 

Un calculateur TEKTRONIX (oodèle 4051), de faible capacité mé

moire, a été utilisé pour la version "unidi::lensionnelle" du ccdèle vertical, 

pour laquelle les termes d'advection non linéaires sont systématiquement né

gligés. Ce modèle a été employé pour étudier l'influence des paramètres et 

l'évolution du courant en un point fixe. 

Le calcul est progr~é en BASIC. Les pas d'intégrations utilisés 

sont généralement T = 600 set~~= 1/9. E- régime perwanent, le calcul con

verge au bout de 12 itérations, ce qui représente pour la machi~e !OS secondes 

de fonctionnement. 2n régime non ?e~anent, on reprod~it une =arée en ~n ?Oint 

fixe en 12 minutes de calcul (peur un pas de temps de 60Q.s). 

L'ordinateur IaiS 80 du Centre Océ~nologique da 3retagne a été 

utilisé pour l'ex?loitation compl~:e éu ~odèle vertical. 

j 
4 
1 
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Le calcul est alors programmé en FOR!~~ IV CII étendu. Les pas 

d'intégrations sont ! • 240 s et J1~ • 1/9. 

Pour la modélisation d'une zone maillée par une grille horizontale 

de 360 noeuds pendant une marée complète, l'occupation mémoire est de 41 Kmots. 

Les temps de calculs dépendent des options choisies : 

- calcul simple : 12 minutes 

- calcul avec termes d'advection 27 minutes 

calcul avec termes d'advection et termes de densité 36 minutes 

4- APplication à l'estuaire extérieur de la Seine 

Présentation de la zone ét~diée 

Le calcul de la structure verticale des vitesses a été réalisé 

dans l'estuaire extérieur de la Seine sur un secteur central de la zone 

couverte par le modèle bidimensionnel en plan horizontal. 

Ce secteur est défini par la réunion de deux rectangles (voir 

figure 99) ayant respectivement 322 et 72 mailles. Le pas d'espace dans les 

directions Ox et Oy étant de 1 km, et compte tenu de !'~boitement des rec

tangles nécessaire pour assurer la continuité du calcul des termes d'advec

tion et de densité, la zone étudiée a une surface d'environ 345 ~2 et s'é

tend jusqu'à 16 ~à l'Ouest du Port du Havre. Enfin, le pas de calcul ver

tical étant A~= 1/9, en est conduit à chercher l'évolution au cours de la 

marée des vitesses a~~ noeuds d'un maillage de 3 450 éléments. 

La marée considérée est celle du 20 nctobre 1978 : c'est une marée 

moyenne (coefficient 70) intervenant en période d'étiage (débit de la Seine : 

180 '::!.3/s). 

Le profil ~e viscosité verticale adopté est le profil ~o 3 de la 

figure 100. La justification de ce c~oix sera donnée lors de l'exa':len des 

profils de salinité ~esurés dans la région. 
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Le calcul des termes de densité a été effectué à partir des distri

butions de salinités fournies par le modèle d'advection-dispersion horizontal 

en les supposant uniformes sur la verticale. L'évolution au cours de la marée 

des valeurs de salinité a pu aisément être prise en compte (voir illustrations 

chapitre IV B). 

1 

o. a 

;:;. 
.:::: 

0.1 ~ .::; 
~ 

,..,_, . 
..::: 

0.4 
1 À = ;(1-0.Sé;) 
2 À - ;o- ;> 
3 À ë; (1-0. 7;) z 
4 À = .; (1- ;) z 

0.2 

0 

0.2 0.~ o.• À 

Fi~ure 100 profils de viscosité t'..lrbulente verticale utilisés dans le 

modèle. 
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Les champs de courants en valeur moyenne sur la verticale ont été 

présentés dans le paragraphe IV.B. Nous avons dressé des cartes analogues de 

champs de courant de surface et de fond mettant en évidence les différences 

de circulation selon la verticale (figures 3.4 à 3.15). Le courant désigné 

par "courant de fond" est en fait le courant calculé à la côte ~f /3, soit 

à H/27 du fond (point de calcul l'dans le schéma de résolution numérique) • . 
De même, le courant de surface èst celui calculé à un~ distance H/27 de la 

surface. 

On observe des écarts de vitesse en module et en direction, en par

ticulier une avance du fond sur la surface. La déviation qui se fait en géné

ral vers la gauche depuis la surface correspond à un déphasage du courant le 

long de la verticale. Plus concrètement, si l'on tient compte du fait qu'au 

point considéré, le courant moyen "tourne" dans le sens contraire à celui des 

aiguilles d'une montre, on.observe une "avance" du fond sur la surface. Ce 

phénomène s'explique physiquement de la manière suivante : une variation ra

pide de la pente de la surface se traduit par une variation des forces motri

ces constante sur la verticale, entrainant une accélération presque uniforme 

du fond à la surface ; cette accélération s'appiiquant à une vitesse plus 

faible dans les couches du fond, celles-ci "réagiront d'une manière plus im

portante" qu'en surface. 

Ce déphasage des vitesses en fonction de la profondeur se concrétise 

au moment des renverses de marée par une inversion des vitesses de la surface 

au fond. 

Mais il est plusfacile d'examiner la structure verticale des cou

rants à l'aide des projections horizontales des vitesses et de leurs profils 

Nord-Sud et Est-Ouest en un point. Six points repr€sentatifs de la zone d'é

tu~~e ont été retenus et les structures des vitesses en ces points font 1 'objet 

des figures 3.16 à 3.21 (les points désignés par des lettres sont positionnés 

sur la figure 99). 
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Fig. 3-4 Courants de marée dans l'estuaire de la Seine. 
Marée du 20 octobre 1978. 
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Fig. 3-7 Courants de marée dans l'estuaire de la Seine. 
Marée du 20 octobre 1978. 
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Fig. 3-8 Courants de marée dans l'estuaire de la Seine. 
Marée du 20 octobre 1978. 
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Fig. 3-9 Courants de marée dans l'estuaire de la Seine. 
Marée du 20 octobre 1978. 
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Fig. 3-10 Courants de marée dans l'estuaire de la Seine. 
Marée du 20 octobre 1978. 
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Fig. 3-11 Courants de marée dans l'estuaire de la ' Seine. 
Marée du 20 octobre 1978. 
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Fig. 3-12 Courants de marée dans l'estuaire de la Seine. 
Marée du 20 octobre 1978. 
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Fig. 3-13 Courants de marée dans l'estuaire de la Seine. 
Marée du 20 octobre 1978. 
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Point B (14- 30) au Nord-Ouest de l'estuaire de la Seine, les hodographes 

des vitesses ont des allures ellipsoïdales assez régulières et ont la même 

forme de la surface au fond. On remarquera cependant que lorsque le courant 

porte au Sud, la vitesse n'est pas maximum en surface : ce fait est dû à la 

présence d'un gradient de densité Nord-Sud provoquant au fond une poussée 

vers le Sud. 

Point C (14 - 14) au Sud-Ouest, les "ellipses" de courant sont plus plates. · 

Au fond, le courant porte au Sud deux fois plus longtemps qu' aut,Nord. Enfin, 

on constate une dissymétrie Est-Ouest due encore à un assez fort gradient 

de salinité dans cette direction : le phénomène est particulièrement net sur 

les valeurs résiduelles de la vitesse. 

Point D (18 - 22) en ce point central, les hodographes ont une forme inter

médiaire par rapport à celles des précédents. 

Point E (23 - 261 ici, la forme des hodographes est très influencée par la 

proximité de la côte. 

Point F (25 - 19) ce point est situé dans l'axe du chenal de la Seine. Le 

mouvement est alternatif. On remarque surtout les écarts entre les modules 

de vitesse au fond et en surface : ceci peut avoir des conséquences impor

tantes pour le mouvement résiduel lagrangien : une particule placée en sur-
' 

face aura une probabilité plus grande de s'échapper du mouvement alternatif 

local qu'une particule de fond qui s'écartera moins du point initial. 

Poing G (26 - 21) les hodographes décrivent à toute côte un "8". La remarque 

faite pour le point précédent reste tout aussi valable. 

La circulation eulérienne, représentée par les champs de courant 

à tout moment n'est pas très adaptée pour la recherche des mouvements des 

masses d'eau : ce sont en effet les traject1ires suivies par les particules, 

donc la circulation lagrangienne, qu'il est alors nécessaire de connaître. 

De même, si l'on cherche la répartition d'un polluant à partir d'un point 

de rejet ou le devenir des sédiments se déplaçant sur le fond, ce sont encore 

les trajectoires qu'il s'agit de déterminer. Celles-ci sont facilement déduc

tibles des données de courant eulériennes puisque les vitesses sonE les déri

vées des trajectoires : on peut, par exemple, construire des trajectoires 

point par point à intervalles de temps régulier~. 
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Des exemples de trajectoire~ ainsi obtenues à l'aide des vitesses 

fournies par le modèle sont présentés sur la figure 101. On remarque que les 

mouvements sont très différents eri surface et au fond, et que les déplacements 

résiduels après une marée, que nous appellerons aussi dérives, varient en fonc

tion de l'heure du départ. Ainsi, au point 1, les dérives de surface et de fond 

sont semblables après un départ en début du flot tandis qu'en commençant en 

plein jusant, on obtient une dérive deux fois plus grande au fond. C'est le 

contraire au point 2. On observe également que les dérives lagrangiennes peu

vent être très différentes des pseudo-dérives eulériennes obtenues en suppo

sant pendant le déplacement la vitesse constamment égale à la moyenne tempo

relle des vitesses au point de départ (résiduelle eulérienne). 

Comparaison des résultats avec les mesures ~n ~~ 

Les mesures de courant sur plusieurs niveaux sont très peu nombreu

ses dans le secteur étudié. D'autre part, elles ont souvent une évolution ir

régulière au cours de la marée et présentent sur une même verticale des vitesses 

difficilement raccordables. Ces phénomènes sont dus aux incertitudes sur les 

mesures. 

Nous avons cependant établi la comparaison entre 2 de ces mesures 

et les résultats du modèle. 

Point H (24- 16) et mesure "CRE01" du 6 octobre 1978 (figure 102) 

Les hodographes ont sensiblement la même allure effilée à l'Ouest 

et plus renflée à l'Est, et ont tous une direction semblable. Les différences 

entre la surface et le fond sont bien reproduites au jusant, à l'Ouest mais 

pas pendant le· flot à l'Est. 

Point I (21 - 32) et mesure "LCHF A" de septembre 1973 (figure 103) 

Ici, la similitude est bonne pour les hodographes de fond et de 

mi-profondeur. Par contre, l'hodographe simulé en surface est ovoïde tandis 

que l'hodographe mesuré décrit un "8". Il est possible de se rapprocher d'une 

telle disposition en réduisant la viscosité turbulente pour accentuer les 

gradients de vitesse verticaux : ainsi, on a obtenu un hodographe de surface 

plus étroit que l'hodographe de fond en un point voisin du point dë mesure 

(fig. 103). Les valeurs correspondantes de la viscosité n'ont pas été rete-
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nues dans le cas général car elles conduisent à des conditions de stabilité 

défavorables en certains points lorsque les termes de densité ne sont pas 

négligés. 

Utilisation des mesures de salinité 

Il est possible d'améliorer le calcul des termes de densité en 

utilisant les mesures de salinité effectuées en 1978 et 1979. En particulier 

des profils de salinité et température avaient été relevés à l'aide d'une 

bathysonde "GUIDLINE". Un certain nombre de profils de salinité mesurés dans 

notre secteur d'étude en mars et en octobre 1979 sont reproduits sur la fi

gure 104. Nous avons reporté également l'évolution au cours de la marée du 

profil de salinité en un point fixe situé dans le Cap de la Hève (fig. 105). 

On distingue principalement deux types de profils 

- les profils présentant une couche de fond homogène et au-dessus une aau 

de salinité régulièrement décroissante jusqu'à la surface. 

- les profils "bicouches" mettant en évidence une couche de fond homogène 

et une couche de surface également homogène mais moins salée. Cette configu

ration apparaît bien sûr plus près de l'estuaire, au moment-de la marée 

basse, et de façon plus accentuée en période de crue. 

Par ailleurs, on dispose des très nombreuses mesures de salinité 

au fond et en surface effectuées depuis plus de cinq ans en 5, puis 9 points 

de l'estuaire extérieur de la Seine dans le cadre du ~~0 (Réseau National 

d'Observation de la qualité du milieu marin). Cinq de ces points, situés 

dans notre secteur d'étude, pourraient servir à caler des profil-types de 

salinité dressés à partir de profils mesurés occasionnellement. En effectuant 

quelques interpolations et extrapolations, on pourrait ainsi reconstituer 

la structure tridimensionnelle de .la distribution du sel dans l'estuaire de 

la Seine et s'en servir pour calculer les termes de densité pour le modèle 

vertical. Cependant, il serait alors très difficile de tenir compte des va

riations de salinité au cours de la marée. 

Enfin, on peut envisager de calculer ces termes de densité à 

partir des résultats en valeurs moyennes sur la ~rticale du modèle d'advec

tion dispersion en affectant autour de ces valeurs moyennes des gradients 

verticaux déduits de mesures. 
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Un exemple de calcul de la structure verticale des vitesses à par

tir de gradients horizontaux de salinité mesurés a été traité en un point 

situé au large du Cap de la Hève. Les vitesses moyennes sont fournies par 

le modèle horizontal (noeud 20, 32) tandis que les salinités sont celles me

surées pendant la campagne "T.dJ..LIA" de mars 1979 (voir figure 106). L.: pro

fil de viscosité adopté (profil ~o 4, figure 100), présente une décroissance 

très rapide au-dessus de la ci-profondeur pour tenir compte de la présence 

d'un gradient vertical de salinité. La str~cture des vitesses obtenue à l'aide 

de ces données est représentée sur la figure 107. On observe un net décalage 

de l'hodographe de surface vers le Nord-Ouest lorsque les gradients de densité 

sont pris en compte. 

Etant donnée la relative homogénéité des profils de salinité dans 

le secteur étudié, il était tentant d'adopter pour la viscosité verticale, un 

profil du type précédent (cf. fig. 100). Mais les trop faibles valeurs de ~z 

en surface entrainent parfois des instabilités de calcul. C'est pourquoi nous 

. avons retenu un profil inter.nédiaire entre ce dernier et le profil choisi p~r 

~IHOUL qui représente un ma.·d.mum en surface. Ca profil "inter:::édiaire" est 

défini par 

;.. = f ( .{ - ~ 1- ; )~ (voir figure 100) 

c) Application du modèle à la recherche de la circulation résiduelle 

dans la partie orientale de la 3aie de Seine. 

Une étude préalable qualitative des sources de circulation rési

duelle en Baie de Seine a per.nis de :ne tt re en éYidence 1 'importance des gra

dients horizontaux de salinité et du vent, et le fait qu'ils interviennent 

tous les deux très différemment selon la profondeur. Le vent présentant des 

valeurs plus aléatoires en intensité et en direction, on s'intéressera sur

tout aux gradients de salinité. 

~eus avons évalué approximativement, les vitesses résiduelles eulé

riennes en surface et au fond en faisant une moye~•e sur toute la marée des 

vitesses calcul~es à l'aide èu modèle ver~ical. Les champs de courant obte~us 

Afin à' é•;aluer l' influe~ce des te::::Jes de densité, nous avens êta.

~ li le cême calcul en les négligeant : c'est l'objet de la figu=e _3.30. 

On constate pour chacun des cas consi~érés une nette résiduelle 

-vers le Sud-Ouest qui se retrouve au fond comme en surface. C'est en fait la 
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manifestation d'une résiduelle moyenne importante qui, rappelons le, n'est 

pas accessible par notre calcul. Cette valeur moyenne est d'ailleurs liée 

aux incertitudes des conditions aux limites du modèle en plan horizontal et 

ne peut être discutée dans ce paragraphe. 

Il est donc apparu opportun de tracer les champs des fluctuations 

des vitesses résiduelles, c'est-à-dire les écarts de la surface ou du fond 

par rapport à la moyenne. On les trouve représentés sur la figure 3.32 ou 

3.31 selon que les termes densité sont ou non négligés. 

Sur la carte des fluctuations de vitesse résiduelle, avec termes 

de densité négligés, on observe que la fluctuation au fond est bien plus im

portante et dirigée vers le Nord dans toute la moitié Ouest du secteur étu

dié. Dans la zone du chenal, on constate une convergence des eaux du fond 

vers l'amont. Ces phénomènes sont dus à l'action des termes non linéaires 

sans doute, mais aussi pour une grande part au fait que les vitesses au fond 

sont "plus éloignées" de la moyenne qu'en surface, en raison de leur profil 

quasi logarithmique. 

La prise en compte des termes de densité apporte.par contre beau

coup d'éléments. Tout d'abord, au large, les courants sont divergents vers 

l'extérieur en surface et convergents vers l'embouchure au fond. Cette situa

tion est liée à la disposition des isohalines dans l'estuaire de la Seine 

(cf. figure 59). En effet, un gradient horizontal de densité entraîne un cou

rant inversé en surface et au fond dirigé au fond vers une zone moins dense. 

Le phénomène est essentiel à l'échelle de la baie de Seine, en particulier 

dans sa moitié Est où les gradients de salinité ne sont pas négligeables. Les 

isohalines ayant schématiquement la forme de courbes centrées sur l'embouchure, 

on obtient les fluctuations de>vitesses;résiduelles convergentes au fond et 

divergentes en surface. 

Dans la partie centrale du secteur étudié, ce cisaillement devient 

très faible : pour le modèle vertical, c'est l'effet d'une réduction des gra

dients de densité que l'on peut effectivement observer sur les figure 59 et 

suivantes. Parallèlement, la réduction des vitesses horizontales de l'extérieur 

vers 1 'amont' s'accompagne de·, courants· verticaux. ascendants. qui assurent la 

continuité. On est--en présence d'un système estuarien classique déporté vers 

la Baie de Seine, avec un point nodal situé dans la région où les résiduelles 

s'annulent, c'est-à-dire au niveau du méridien "0° 11 {centre du secteur d'étu

de). On explique ainsi la relative uniformité de la résiduelle dirigée vers 
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Fig. 3~31 Courant résiduel eulérien dans l'estuaire de la Seine: 
fluctuations des vitesses par rapport aux valeurs moyennes 
sur la verticale. ~Marée du 20 octobre 1978. 



Fig. 3-32 Courant résiduel eulérien dans l'estuaire de la Seine: 
fluctuations des vitesses par rapport aux valeurs moyennes 
sur la verticale. - Marée du 20 octobre 1978. 
Termes de densité négligés dans le calcul de la structure 
verticale. 
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l'Ouest dans le secteur amont (au niveau du chenal) que les mesures ~n ~~ 

ont confirmé (AVOINE, 1980) ainsi que le modèle e~ plan vertical (cf. chapi

tre IV.D). 

Enfin, on peut remarquer que la tendance de circulation inversée 

obtenue au Nord-Ouest de la Hève est confirmée par les mesures de longues 

durées effectuées en 1979 par le CNEXO en collaboration avec le SHOM et 

l'UBO (figure 108). 

5 - Conclusion 

Le modèle numérique d'évaluation de la structure verticale des 

courants par le calcul des fluctuations de vitesse par rapport à leur valeur 

moyenne sur la verticale, constitue un complément aux modèles bidimensionnels 

en plan horizontal qui simulent courants moyens et hauteurs d'eau. La combi

naison des deux types de calculs constitue un modèle pseudo-tridimensionnel, 

plus simple que les modèles tridimensionnels classiques. Il est ainsi possible 

de·calculer la structure verticale des courants de manière ponctuelle, ce qui 

s'avère très souple d'emploi. 

Ce modèle vertical prend en compte les termes d'advection non li

néaires, et fait intervenir la plupart des phénomènes physiques mis en jeu : 

force de Coriolis, gradients de densité, frottement, vent, etc ••• Pour ce qui 

concerne les points faibles du calcul, on notera l'introduction artificielle 

d'une viscosité turbulente qu'il est nécessaire de déterminer par calage du 

modèle sur des mesures ~ ~~ très précises, ainsi que le recours aux mesu

res de salinité effectuées dans l'estuaire, puisque le modèle n'a pas été éten

du aux substances transportées en solution. 

L'application du modèle à la connaissance de la circulation en Baie 

de Seine a mis en évidence des déphasages entre la surface et le fond : le mo

dèle vertical, ainsi couplé à un modèle en 9lan horizontal, permet de calculer 

des trajectoires théoriques de particules, et par exemple d'optimiser les 

heures et situations de rejets selon la côte à laquelle ils ont lieu. 

Ce modèle, au même titre que·les autres modèles détaillés plus 

haut, ne peut prétendre représenter correctement les circulations résiduelles, 

il·n'a pas été conçu dans cette optique. Toutefois, dans le cas pàrticulier 

de la circulation résiduelle de densité, caractéristique des estuaires, les 
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Mesures de courant en baie de Seine: hodographes intégrés. 
· (mesures CNEXO-SHOM-UBO de 1979) 
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phénomènes sont très marqués, et les simulations sont, par l'essentiel, cré

dibles même au niveau des résiduelles. 

L'application à l'estuaire de la Seine a mis en évidence une ten

dance inverse de circulation entre la surface et le fond due aux gradients 

de salinité assez forts dans la partie orientale de la Baie. On constate ici 

que l'hypothèse d'écoulement homogène sur la verticale, que l'on fait souvent 

pour les zones littorales à fort courant de marée, est schématique, en parti

culier pour la circulation résiduelle. 

D'une manière générale ce modèle vertical nous apparait comme un 

outil relativement simple et commode pour fournir une première approche des 

gradients verticaux de vitesse. 
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V - CONCLUSION 

Nous avons exposé au long de ce rapport, les bases théoriques et 

les aspects numériques de l'ensemble des modèles mathématiques de l'estuaire 

de la Seine, construits dans le cadre su SAUM. 

Pour résumer, rappelons que ces modèles calculent 

• les niveaux d'eau instantanés dans tout l'estuaire depuis le 

parallèle d'Antifer et le méridien de Ouistreham, jusqu'au barrage de Poses,; 
~ 

• les courants exprimés par leur valeur ponctuelle V(x,y,z,t) et -par leur valeur moyenne sur la hauteur d'eau V(x,y,t) dans la zone extérieure 

au chenal de navigation, par leur valeur moyenne sur la largeur (VCx,z,t)) 

dans le chenal de navigation et l'estuaire intérieur jusqu'à La Mailleraye, 

par leur valeur moyenne dans une section de l'estuaire entre La Mailleraye _.., 
et Poses (V(x,t)) ; 

• les teneurs en substances dissoutes exprimées par leur valeur 

moyenne sur la verticale dans l'estuaire extérieur (C(x,y,t)) ; par leur 

valeur moyenne sur la largeur dans l'estuaire moyen (C(x,z,t)), et leur 

valeur moyenne sur une section de l'estuaire dans le secteur ·amont (C(x,t)).; 

• les sollicitations au transport total sur la hauteur d'eau des 

sédiments sableux· dans tout l'estuaire (Qs(x,y,t)) ; 

• les concentrations et le~ flux de sédiments fins transportés 

en suspension dans l'estuaire moyen, exprimés par leur valeur moyenne sur 

la largeur (Cs(x,z,t)). 

Ces simulations peuvent être effectuées pour toutes conditions flu

viales et marines, passées présentes, ou futures, sans recours à aucune expé

rimentation en nature, à l'exception du calcul des sédiments fins en suspen

sion qui font appel à la composition du fond,· sans pouvoir la reproduire sur 

des durées importantes. 

Ces modèles concernent des valeurs quasi-instantanées (moyennes 

sur des intervalles de temps de l~ordre de la minute, et toute opération d'in

tégration des résultats sur une durée importante, telle que la période de la 

marée, pour en extraire les composantes "résiduelles" doit être menée avec 

beaucoup de prudence. Une part importante de cette imprécision des grandeurs 

résiduelles tient à la connaissance insuffisante des conditions aux limites. 
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Par ailleurs, les pas d'espace adoptés (un kilomètr~ sur les axes 

x, y et 1 mètre sur l'axez) interdisent de reproduire des phénomènes de fai

bles dimensions, tels les panaches de dilution à proximité d'un émissaire. 

Ce dernier cas peut être traité par construction d'un sous modèle local, de 

maille plus petite, ou bien en séparant les effets de l'advection des effets 

de diffusion qui peuvent être abordés par d'autres méthodes. 

Tous ces modèles ont été écrits, pour l'essentiel, en fonction de 

la connaissance de la dynamique de l'estuaire lors du début des études du 

SAUM (1977). Ils forment un ensemble cohérent, et en dehors de l'exercice de 

style qu'à représenté leur mise au point, ils devraient contribuer à la fois 

par une meilleure compréhension des phénomènes actuels (d'une manière com

plémentaire aux observations ~n ~~) et par les possibilités de prévision 

qu'ils offrent à mieux connaitre et à mieux tirer parti de l'estuaire de la 

Seine. 

Les observations scientifiques faites au long de cet exposé l'ont 

été essentiellement dans le but d'illustrer les possibilités offertes par 

cette panoplie de modèles, ils ne constituent pas une véritable étude océano

graphique des processus physiques. 

Parmi les résultats obtenus, citons 

• la connaissance des courants en tout point d'où se déduisent les 

caractéristiques courantologiques des divers secteurs : séparation du chenal 

de jusant et des chenaux de flot ; répercussion du port artificiel d'Antifer 

zone de convergence des courants en jusant et de divergence en flot qui se pro

page le long du littoral depuis Antifer jusqu'au Havre ; déformation progressi

ve des roses de courant tantôt très allongées, tantôt presque circulaires, et 

leur évolution en fonction du coefficient de marée, etc •.• 

la dynamique à court terme du panache des eaux issues de la Seine, 

et notamment les conditions de formation d'une occlusion d'eau estuarienne . 

• la sollicitatio11 au transport de sable, inversée près du littoral 

Sud d'Antifer, dans le chenal de navigation et dans les chenaux latéraux, 

ainsi que le point de convergence au débouché du chenal. 
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• la détermination de la structure verticale des courants dans 

le chenal de navigation, et comme conséquence le mouvement des sédiments 

fins, et les causes de leur piégeage partiel dans cette zone, alors que 

les courants résiduels sont des courants de jusant. 

La structure tridimensionnelle des courants n'avait à notre con

naissance jamais été déterminée avec la vision synthétique procurée par ces 

modèles. On a notamment mis en évidence ici une sorte de point nodal de den

sité associé à une circulation estuarienne située au large des digues du ch~

nal de navigation, ce qui est un cas d'estuaire très particulier compte tenu 

du débit fluvial faible et des marées importantes. 

Ces modèles ne sont pas à considérer comme figés, certains résul

tats obtenus depuis leur mise en chantier, tant par des mesures en nature que 

par les calculs effectués montrent d'ores et déjà qu'il y aurai·t lieu de les 

améliorer sur certains points de détail. On a~ra donc intérêt à les compléter, 

à parfaire leur étalonnage, voire à les modifier plus sérieusement en fonction 

des nouvelles connaissances acquises et des nouveaux aménagements de l'estu

aire. Tels qu'ils sont actuellement, ils devraient être utilisés avec béné

fice, tant par la communauté scientifique ~ue par les utilisateurs de l'estu

aire, industriels ou "aménageurs". Les auteurs tiennent à la disposition des 

personnes intéressées, les programmes de calcul et les résultats des simula

tions. 


