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INTRODUCTION

—Différents écoulements océanographiques, météorologiques ou industriels
peuvent étre décrits par des modéles théoriques ou expérimentaux formés de deux
couches fluides superposées. Dans les cas oit ’hypothése des ondes longues est jus-
tifiée (hypothése de pression hydrostatique), ces écoulements sont décrits par un
systeme hyperbolique d’équations aux dérivées partielles non linéaires, sous réserve
que les grandeurs caractérisant les écoulements ainsi que leurs dérivées premiéres
satisfassent & un certain nombre de conditions de continuité. De méme que pour
les écoulements de surface ou de la dynamique des gaz, il est intéressant d’étudier
les relations qui relient de part et d’autre des surfaces de discontinuités, les grandeurs
physiques qui caractérisent les écoulements & deux couches. Ces discontinuités sont
appelées ressauts internes par analogie avec les écoulements de surface. -

La difficulté majeure rencontrée dans cette étude vient du fait que, étant données
les conditions d’un cdté du ressaut interne et sa vitesse par rapport au fond, les trois
équations spécifiant la conservation de la masse dans chaque couche et la conservation
de la quantité de mouvement globale ne suffisent pas & déterminer de fagon unique
les conditions de I'autre c6té du ressaut. Cette difficulté a conduit Yra et GuaA (1955)
et LoNa (1970) a faire I’hypothése complémentaire que la pression moyenne & l'inter-
face entre les deux couches fluides est égale 4 la moyenne des pressions a 'interface
de part et d’autre du ressaut. YIa et GuHA ont traité des écoulements & surface
libre, LoNa des écoulements ayant pour limite supérieure un plafond horizontal
rigide et 1mpermeable Une étude détaillée de leurs résultats montre que I’hypothese
qu’ils ont faite concernant la répartition de la pression & l'interface ne peut pas
s’appliquer aux écoulements océanographiques; pour que la charge n’augmente pas
dans chacune des deux couches en traversant le ressaut, il faut nécessairement que
les écoulements considérés soient tels que les deux couches fluide se déplacent en
sens inverse pour un observateur lié au ressaut. Cette condition n’est pratiquement
jamais rencontrée dans les écoulements océanographiques ou les vitesses du ressaut
par rapport au fond sont beaucoup plus grandes que les vitesses des particules
fluides.

Dans le travail présenté ici, I’hypothése concernant la répartition de la pression
a Yinterface est remplacée par une hypotheése, applicable aux écoulements océaniques,
exprimant que les pertes de charges sont négligeables dans la couche inférieure.
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Cette hypothése fournit la quatriéme équation permettant de décrire de fagon
unique les conditions d’un c6té du ressaut interne, celles de 'antre c6té étant données.

1. DESCRIPTION DES ECOULEMENTS CONSIDERES ET MISE EN EQUATIONS

Les écoulements unidimentionnels stationnaires que nous allons considérer,
sont décrits schématiquement dans la figure 1. Deux couches superposées de fluides
homogeénes incompressibles de masses spécifiques p; et pg s’écoulent entre un fond
et un plafond horizontaux, distants d’une profondeur D. Les forces de frottement
sont considérées comme négligeables tant au fond quau plafond et & 'interface entre
les deux fluides. D'un c6té du ressaut interne les valeurs de I’épaisseur de la couche
supérieure, des vitesses relatives au ressaut dans la couche supérieure et inférieure
et de la pression au plafond sont respectivement notées hg, u10, %20, Po; ces grandeurs
prennent les valeurs &, u, uz, p de Vautre c6té du ressaut.
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L’écoulement étant stationnaire, les parois imperméables et les fluides incom-
pressibles, la condition de conservation de la masse appliquée & chaque couche
fournit deux équations :

(1) ’M]_h = u]_oho
(2) ug(D — k) = u20(D — ho)

Le théoréme d’EULER appliqué & la surface de largeur unité décrite dans la figure 1
par le rectangle ABCD fournit une troisieme équation :

(3) pD + 0.5 (pz — p1) g(D — k)2 + pruZh + p2ud(D — k) = poD + 0.5(p2 — p1)
g(D — ho) + p1udoho + paudo (D — ho)

Manifestement les équations (1), (2) et (3) ne suffisent pas pour déterminer les
valeurs des quatre variables k, u;, us, p, étant données les valeurs de ho uyo ugzo et po.
11 est donc nécessaire suivant le modéle particulier étudié de trouver une quatriéme
condition imposée par la physique du probléme considéré,
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II. ETUDE DES ECOULEMENTS POSSIBLES AVEC L’HYPOTHESE DE LONG

L’hypothése de LoNG est que la pression moyenne & I'interface entre les deux
couches fluides égale la moyenne des pressions aux points E et F de la figure 1.
Exprimé sous forme mathématique cela veut dire que I’équation :

@) f’: pdz = 0.5(px + pr) (b — ho)

est satisfaite, I'intégrale étant prise en suivant 'interface. Cette hypothése est assez
arbitraire et, comme nous allons le montrer, ne peut étre satisfaite en méme temps
que les conditions de perte de charge & travers le ressaut que si les deux fluides
g’écoulent en sens inverse & travers le ressaut.

Dans I’étude qui suit, pour fixer le probléme, la vitesse dans la couche supérieure
ugo est prise comme positive et dirigée vers le ressaut (Fig. 1). L’équation d’EULER
appliquée & cette couche sur la surface de largeur unité EABF comprenant I'interface
fournit 1’équation :

(5) L P —po = — 2 pi(hu — houiy) (b + ho)?
La condition exprimant qu’il y a perte de charge & travers le ressaut s’écrit :

(6) P —po < 0.5 py(ufy — uf)

puisque 1’écoulement se fait de A vers B. En substituant dans I'inégalité (6) ’expres-
sion de p — po donnée par I’équation (5) et en tenant compte de I’équation (1) on
trouve l'inégalité suivante :

(7) (h — ko) < (b + ho)? (4hho)™ (b — ho)

L’épaisseur de la couche supérieure ne pouvant étre négative, cette inégalité ne sera
satisfaite que si :

(8) h > ho

Considérons maintenant la couche inférieure. L’équation d’EuLERr appliquée & la
composante horizontale de la quantité de mouvement sur la surface EFCD fournit
I’équation :

(9) » —po = (p2 — p1) g(h — ho) + pa[udy(D — ho) — u3(D — k)] [D —0.5(h + ho)] 1

Supposons d’abord que 1’écoulement dans la couche inférieure se fait dans le méme
sens que dans la couche supérieure. Alors la condition de perte de charge impose
I'inégalité :

(10) P —po < (p2 — p1) g(h — ho) + 0.5 pa(u3, — u3)

Substituant dans cette inégalité I'expression de p — po donnée par I’équation (9) et
en utilisant ’équation (2), on trouve finalement I'inégalité :

(11) ' ho = h

Les inégalités (8) et (11) ne peuvent étre satisfaites simultanément que dans le cas
trivial ot A = ho. L’hypothése que ’écoulement dans les deux couches puisse se
faire dans le méme sens dans I’hypothése de LoNg n’est pas compatible avec les
conditions imposées par la physique que la charge dans chaque couche fluide n’aug-
mente pas en traversant le ressaut. Au mieux, cette hypothése ne serait applicable
qu’a des écoulements des deux couches en sens opposés.
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IITI. ETUDE GENERALE DES RESSAUTS INTERNES AVEC L'HYPOTHESE -
D’'UNE PERTE DE CHARGE NEGLIGEABLE DANS LA COUCHE INFERIEURE

Parmi les écoulements océaniques qui peuvent étre décrits par un modele &
deux couches, ceux que 'on rencontre le plus souvent satisfont les conditions sui-
vantes : la couche supérieure a une épaisseur beaucoup plus faible et un niveau de
turbulence beaucoup plus élevé que la couche inférieure; ces conditions sont remplies
en période estivale, la houle et le vent fournissant I'énergie nécessaire & un niveau
de turbulence élevé dans la couche au-dessus de la thermocline, thermocline qui
joue le role d’interface entre les deux couches fluides. La vitesse des ondes internes
calculée par la méthode des petites perturbations montre que ces vitesses sont bien
supérieures aux vitesses moyennes des particules fluides; les ressauts, ondes non-
. linéaires, se propageront encore plus vite que les ondes de petite amplitude et ’hypo-
thése de LoNG ne sera jamais satisfaisante puisque I’écoulement dans les deux
couches se fera dans le méme sens & travers le ressaut.

Ces considérations conduisent a faire I’hypothése que les pertes énergétiques
ne sont sensibles que dans la couche supérieure; cette hypothese est justifiée phy-
siquement par le fait que les gradients de vitesse sont beaucoup plus forts dans cette
couche que dans la couche inférieure et que le niveau de turbulence y est plus élevé.
Les pertes de charges étant négligées dans la couche inférieure, I’équation de BERr-
NOULLI appliquée & cette couche, qui s’écrit :

(12) P —(p2 —p1)g b + 0.5 p2 u§ = po — (2 p— p1)g ko + 0.5 p2 u3,
fournit avec les équations (1), (2) et (3) et I'inégalité (6), les conditions nécessaires
pour déterminer kb, u1, ug, p, étant donnés kg, u19, u20, Po-

Il est commode d’introduire les changements de variables suivants pour écrire
ces équations sous une forme sans dimensions :

V2 = gD (p2 — p1)/p2 (p — po) = p2V2P R = p1/p2

Hoy = ho/D H = h/D

v10 = u10/V voo = ugo[V

v = w1V ve = ug/V

Les équations (1), (2), (3), (12) et I'inégalité (6) s’écrivent alors respectivement :
(13) nH = v19 Hy

(14) v2(l — H) = vgo(1 — Ho)

(15) P+ 0.5(1 — H)? + RvZH + v&(1 — H) = 0.5(1 — Ho)2 + Ro, + v,(1 — Ho)
(16) P—H + 050 = — Hy + 0.5 0%,

(17) P < 0.5 R(v%, — o2)

Eliminons P, v; et vs en utilisant les équations (13) & (16); on obtient ’équation
reliant H aux valeurs de Hyg, v19 et v sous la forme suivante :

(18) (H — Ho) Q(R,H,Ho,v10,v20) = 0

ou le polynome Q d’ordre quatre en H s’écrit explicitement sous la forme :

(19) Q(R,H,Ho,v10,v20) = H* 4- [Ho — 2] H3 + [1 — 03, — 2Ho(1 + Ro?, — ¢3,)] H2
+ [1 + 4Ro%, — v§)] HoH — 2Ro},Hy
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Lorsque H tend vers + oo, Q tend vers + oo, et prend des valeurs négatives aux
limites du domaine d’intérét physique, 0 < H < 1.

Q(R"()’HO’WIO:UZO) = —2R U%d H,
Q(RJ- ,Ho,v10,020) = — v%()(l _— Ho)

En dehors de la solution triviale H = Hp, il y a done, au plus, deux valeurs de H
solutions de I’équation (18) dans le domaine 0 < H < 1.

Dans le cas particulier ol vgp est identiquement nul, I’équation (18) prend la
forme :

(20) (H — Hy) (H— 12 [H + 0.5H, + 0.5(H3 + 802, RHy)"]
[H + 0.5Ho — 0.5(H2 + 802,RH)"s] = 0

La solution étrangére H = 1 introduite par le calcul n’apparaitrait pas en partant
des équations (13) & (16) en posant vz9 = 0 dés le départ. La profondeur H ne pouvant
étre négative, la seule solution physiquement possible en dehors de la solution triviale
est :

(21) H = —0,5Hy + 0.5(H2 + 802, RH)"»

Malheureusement, ce cas simple ne correspond pas aux conditions dans 'océan ou
les vitesses des particules fluides par rapport au fond sont toujours faibles en com-
paraison des vitesses des ressauts internes. Il faut donc, dans le cas général, rechercher
les solutions possibles de I’équation (18) par le calcul numérique.

IV. CONDITIONS D’EXISTENCE DES RESSAUTS INTERNES

En dynamique des gaz, la condition que I’entropie d’une particule fluide traver-
sant les chocs croisse, fournit une inégalité qui permet de restreindre les chocs
possibles. De méme, pour les ressauts de surface, on applique la condition que la
charge d’une particule diminue en traversant le ressaut. 1l est possible de montrer
que ces conditions sont équivalentes & celles que I'on trouve en imposant que ces
écoulements soient stables par rapport & de petites perturbations.

Dans le travail qui suit, la condition que la charge diminue lorsqu’une particule
fluide de la couche supérieure passe le ressaut interne, va étre d’abord appliquée.
Cette condition va se révéler moins restrictive que la condition de stabilité par
rapport & de petites perturbations étudiée ensuite.

Pour faciliter cette étude, il est commode de fixer les valeurs de R, H et Hy ce
qui permet d’étudier les ressauts possxbles dans le plan (v10,v29). En éliminant le cas
trivial ou H = Hy, I’équation (18) s’écrit sous la forme :

(22) Q = (vio/a1)? + (vzo/az)? —1 =0

ou :

(23) a3 = H(H + Ho)/(2RHj)

(24) = (H + Ho) (1 — HP/(H + Ho — 2HH,)

Le lieu des points representant des ressauts possibles est donc une ellipse dans le
plan (»19,v90) représentée par la courbe en trait plein de la figure 2.
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V. RESTRICTION DES RESSAUTS POSSIBLES PAR
LA CONDITION DE PERTE DE CHARGE

La condition qu’il y ait perte de charge dans la couche supérieure lorsqu’une
particule fluide passe le ressaut se traduit par 1'inégalité (17) qui s’écrit, une fois »;
et p éliminés a 'aide des équations (13) et (16), sous la forme :

(25) H—Hp)I>0

ou :

(26) I = (v10/b1)? + (v20/b2)2 — 11
et

(27) b? = 2H2 (H + Hy) 1 R
@) b = 2(1 — H)%/(2 — H — Hy)

Les ressauts possibles, compte-tenu- de la condition (25), se trouvent nécessaire-
ment & l'intérieur de l'ellipse I = 0 si H < Hy et & U'extérieur de cette ellipse si
H> Ho.

Les rapports a%/b? et a3/bZ s’écrivent explicitement :
(29) a2/b? = [4HH, + (H — Ho)2]/4HH, > 1
(30)  a3/b3 = [2(H + Ho) — 4HHo — (H — Ho)?)/[2(H + Ho) —4HHo] < 1

Ces rapports indiquent qu’en dehors du cas trivial, il y aura toujours inter-
section des ellipses Q = 0 et I = 0; suivant que la valeur de Hy soit plus grande ou
plus petite que celle de H, différents segments de I’ellipse Q = 0 représenteront des
ressauts internes possibles (Fig. 2).

L’examen de la figure 2 montre que le critére employé n’est pas suffisamment
restrictif. En particulier, il est surprenant de constater qu’il permet des ressauts
sans perte de charge aux intersections des ellipses Q = 0 et I = 0, points qui ont
pour coordonnées :

(31) vio =HR05, 9= 4 (1 —H)

Au paragraphe suivant, il sera possible d’exclure ces points d’intersection en utilisant
un critére plus restrictif.

VI. RESTRICTION AUX RESSAUTS STABLES POUR DE PETITES PERTURBATIONS

L’étude détaillée de la stabilité des ressauts internes par rapport a de petites
perturbations est relativement longue et fastidieuse. Elle implique la linéarisation
des équations (13), (14), (15) et (16) qui relient les grandeurs perturbées de part et
d’autre du ressaut et I’étude de la propagation des différentes perturbations possibles
de part et d’autre du ressaut; sans entrer dans les détails de cette étude, il est possible
d’en donner le résultat fondamental.

Les deux vitesses de propagation des ondes internes de petites amplitudes du
coté gauche du ressaut (W -+)o sont données par les équations :

(32) ' (W £)o = [Lo £ (L§ — HoBoEo)™] Bj™
ou

(33) Lo = Rwig + Ho (1 — Ho) oo
(34) BO =R + Ho (1 — Ho)‘l

146
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(35) Eo = (vio/c10)® + (v20/c20)2 — 1
ou ’ ‘
o =HoR1 &, =1—Hp
Du ¢6té droit du ressaut, les deux vitesses de propagation W 4 sont obtenues en
supprimant tous les indices « ¢ » dans les équations précédentes.

Les ressauts internes sont stables par rapport & de petites perturbations dans
deux cas résumés dans le tableau 1 ci-dessous.

TABLEAU 1
Cas (Wi)e (W) Wy W_
I > 0 >0 >0 <0
1T >0 < 0 <0 < 0

Ces deux cas sont analogues & ceux rencontrés dans I’étude des chocs en dynamique
des gaz ou des ressauts de surface.

Dans chacun des cas du tableau n° 1, le signe des fonctions Ly, L, Eo, E est
déterminé de fagon unique puisque Boy et B sont toujours positifs. Ces résultats
sont reportés dans le tableau n° 2 :

TABLEAU 2
Cas L, E, L E
I >0 >0 $0 <0
11 $0 <0 <0 >0

Les valeurs de L et E peuvent étre exprimées en utilisant les équations (13) et
(14) sous la forme suivante :

(36) L = RuvjoHoH! + H(l — H)2(1 — Hy) v
(37 E = (vio/d1)? + (vao/d2)? — 1
ou

d? = H2H;2R-1 d2 = (1 — H)3 (1 — Hy)2

11 est maintenant possible de montrer que le point sur I’ellipse Q = 0 qui cor-
respond & un ressaut sans perte de charge ne peut satisfaire les critéres du tableau n° 2
que dans le cas trivial ou H = Hy. En effet, substituant les valeurs des coordonnées
de ce point (équation (31)) dans les équations (35) et (37), on trouve :

Ey = (H —_ H0)2 Ha_l (1 — I‘Io)'1 >0
E=H—HpRHI(1—H"1 >0
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Dans le cas de ressauts internes stables pour de petites perturbations, ces deux
conditions ne peuvent pas étre satisfaites ensemble, comme l’indique le tableu n° 2.
Il y a donc toujours une partie de l'ellipse Q = 0, lieu des ressauts possibles, qui
est exclue par les critéres de stabilité.

Les figures 3a et 3b décrivent schématiquement le lien des solutions possibles
compte-tenu des critéres de stabilité du tableau n° 2. La figure 3a concerne le cas
ou H > Hy, la figure 3b celui ou H < Hy. Cette description schématique est basée
sur le fait que les rapports suivants :

a%/c}, = H(H + Ho) (2H3)™?

2o/a3 = (1 — Ho) (H + Ho — 2HHy) (1 — H)~2 (H 4 Hp)!
d2ja? = 2H?H:1 (H + Ho)1

aZldZ = (1 — Hy)? (1 — H)71 (H + Ho) (H + Ho — 2HH,)?

sont supérieurs & 1 si H > Hj et inférieurs & 1 si H < Hp. I! est clair que suivant le
cas considéré, les dimensions des ellipses varient considérablement, mais que les
schémas de principe représentés restent valables.

IV. APPLICATION AUX RESSAUTS INTERNES DANS LE DETROIT DE GIBRALTAR

Les ressauts internes engendrés par l’action du courant de marée au seuil du
détroit de Gibraltar se propagent vers I’est du détroit & I'interface entre la couche
supérieure d’eau atlantique et la couche inférieure d’eau méditerranéenne. L’épaisseur
de la couche d’eau atlantique en amont du ressaut ainsi que 'amplitude de ressaut
varient considérablement suivant le lieu, le coefficient de marée et les conditions
météorologiques agissant sur le détroit. A titre d’exemple, il est raisonnable de
prendre les valeurs des paramétres observés a l'entrée orientale du détroit, par
coefficients de marée moyens, soit :

Ho=80m D=800m
H =120m R = 0,998

Ces données permettent de construire les différentes courbes de la figure 4 et de
déterminer les segments de l’ellipse @ = 0 qui correspondent & des ressauts internes
stables pour de petites perturbations.

En prenant pour vitesse dans la couche supérieure 0.85 m/s et 0.4 m/s dans la
couche inférieure, dirigées vers l'est, ce qui correspond approximativement aux
conditions dans la partie orientale du détroit lorsque la marée descend (coefficient :
80) on trouve en utilisant la figure 4, des vitesses de propagation du ressaut interne
de 2,4 m/s par rapport au fond. Les observations que nous avons pu faire (CAVANIE,
1972) donnent des valeurs de 2 4 0.2 m/s; la vitesse théorique est donc de 10 & 20 9,
plus élevée que la vitesse observée. Cette différence est importante mais, compte-tenu
des nombreuses hypothéses simplificatrices, reste raisonnable. Il apparait donc
possible, dans le cas des ressauts internes se propageant dans le détroit de Gibraltar,
de négliger, au moins en premiére approximation, les pertes de charge dans la couche
inférieure et les échanges de quantité de mouvement & travers P'interface.
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Fig.2
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CONCLUSION

L’étude détaillée des ressauts internes dans un milieu & deux couches fluides
montre que I'étude de la stabilité des ressauts par rapport & de petites perturbations
fournit des critéres d’existence plus restrictifs que ceux donnés par les conditions de
perte de charge. Bien que le modéle particulier étudié soit aussi simplifié que possible,
il est trés probable que cette conclusion restera valable pour des modéles de ressauts
internes satisfaisant d’autres hypothéses.

L’application du modéle proposé, qui suppose les pertes de charges négligeables
& travers le ressaut dans la couche inférieure, aux écoulements observés dans le
détroit de Gibraltar fournit des valeurs pour la vitesse de propagation des ressauts
qui sont un peu plus importantes que les vitesses observées mais qui restent compara-
bles. 11 est possible que cette différence soit due en partie a la stratification continue
des eaux du détroit, qu'un modeéle & deux couches ne traduit pas fidélement. Malgré
tout, le modele théorique proposé semble serrer d’assez prés la réalité, ce qui montre
que les hypothéses qui en forment la base sont approximativement exactes.
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