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UNE THEORIE DE PLAQUE SANDWICH

M. MACE *

Résumé - L'objet de cet article est de présenter une théoric bidimensionnelle de
plaque sandwich dans laquelle est inséré un film mince. Cette théorie, valable cn
statique et en dynamique, est basée sur des hypothéses portant sur les champs de
déplacements et de contraintes. Ce modele prend en compte le phénoméne de
cisaillement transversal dii au contraste de rigidités entre les peaux €paisses et le film.
Le but de cet article est de montrer également comment cette théorie a été validée en
statique dans le cas d'un calcul de plaque rectangulaire appuyée, pour laquelle une
solution “exacte” tridimensionnelle a été proposée par Pagano.

mots clés : calculs de structures composites, théorie de plaque sandwich, film mince,
cisaillement.

INTRODUCTION

11 existe plusieurs théories de plaques pour calculer des structures composiles
sandwiches. Certaines ont été établies dans un premier temps pour des plaques
homogenes et ont ét€ étendues par la suite aux plaques composites (exemples : Love-
Kirchhoff-Leknitskii 1987, Mindlin-Reissner-Whitney 1987, Lo-Christensen-Wu
1977.etc.) ; ces théorices dites "globales" considerent des déformations de cisaillement
continues aux interfaces et violent donc les conditions de continuités des contraintes
interlaminaires. D'autres ont été établies dés le départ pour les structures composites
sandwiches (ex. Rao-Nakra 1974, Pham 1976, etc. ) ; pour tenir compte des
contrastes de nigidité entre couches, celles-ci font des hypotheses différentes sur les
champs de déplacements et de contraintes dans toute ['épaisseur de la plaque. Lorsque
I'on calcule des structures composites et/ou sandwiches par ces méthodes, on aboutit a
des modeles numériques dont le nombre de degrés de liberté croit rapidement avec le
nombre de couches. On pourra trouver dans le premier chapitre de la référence (Macé,
1991), une analyse critique de différentes théories de plaques.

Dans le cadre d'un travail de recherche consistant & établir une méthode de calcul
de structures composites comportant un {ilm mince amortissant (Macé,1991), une
nouvelle théorie de plaque sandwich a été élablie. Le contraste de rigidités entre les
peaux €paisses et le film peut entrainer un phénoméne de cisaillement transversal
important lorsque la structure sandwich est soumise a des sollicitations de flexion. La
présence de ce film peut donc avoir une influcnce sur la rigidité de la structure. La
théorie de plaque composite présentée permet de prendre en compte ce phénomeme,
en plus de la minceur de ce film. De plus, cette théorie est res simple a utiliser et
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économique a la fois ; le nombre de degrés ou de fonctions inconnues (déplacements
et rotations) est de 9 au lieu de 5 pour la théorie de Mindlin par exemple.

Dans cet article, nous résumons la théorie de plaque composite sandwich proposée.
Ensuite, nous présentons les résultats de calculs d'une plaque composite rectangulaire
appuyée et soumisc a un chargement normal. Pour traiter ce probléme, Pagano
(Pagano, 1970) a proposé une solution 'exacte’ pour calculer les champs de
déplacements ¢t de contraintes dans toute la plaque ; cette solution est choisie comme
référence pour la validation de la théorie de plaque proposée en statique.

RESUME DE LA THEORIE PROPOSEE

Considérons une plaque composite représentée en figure 1. Cette plaque occupant
un domaine noté Q, est composée de deux peaux épaisses Q7 et Q- considérées
comme deux lamifiés d'épaisseurs constantes h+ et h-. Un {ilm mince, noté X, est
inséré entre ces deux peaux composites ; on considére qu'il y a adhérence parfaite
entre toutes les couches. D'autre part, cette plaque peut étre soumise a des efforts de
pression FE sur les faces supéricure et inféricure, ainsi qu'a des efforts volumiques
notés f*. En ce qui concerne les peaux, on suppose que les lois de comportement des
différentes couches qui les constituent sont du type suivant :

+ ko
oij = C{fiy exn (W) = 5 CRY Wieh + Un i) M

Pour étudier celte plaque, nous faisons des hypothéses portant sur les déplacements
et les contraintes a ’intérieur de la plaque.

HYPOTHESES SUR LES DEPLACEMENTS

La premiére hypotheése que l'on fait porte sur les champs de déplacements de
membrane ; ceux-ci sont supposés linéaires par couche de la fagon suivante :
dans Q% :

Ul (x1,x2,x3) = uf (x1,x2)+ x5 By (x1,%2) (2)
dans Q" :
U, (x1,x9,x3) = ug (x1,x2) + x3 B4 (x1,%2) 3

ou x3et x5 sont les coordonnées verticales mesurées & partir des feuillets moyens des
peaux, ut(x1,xg) et u”(x1,xg)sont les déplacements de membranc au niveau de
ces feuillets moyens, B, (x1,X9), By (x1,Xg) les rotations des normales dans les

deux peaux épaisses et I'indice o appartient 4 ensemble {1.2} . On admet ainsi
I’existence a priori d’un saut de déplacements tangentiels aux interfaces >.* et 2” que
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nous Noterons H:UOJ]. En ce qui concerne le déplacement vertical, nous faisons

I'hypothése qu'il est constant dans 'épaisseur de la plaque :
Us(xy,xg,x3) = wixy,xg) )

Les hypothéses précédentes sont souvent adoptées dans les théories de plaque
sandwich. Ce qui suit fait ’originalité de la théorie proposée dans cet article.

CONTRAINTES DE CISAILLEMENT DANS LE FILM MINCE

L'épaisseur du film est supposée presque nulle. On sait alors que le vecteur
contraintc et en particulier la contrainte de cisaillement transversal est continue au
passage du fitm ( voir Figure 2 ) :

6:3(Z7) = 3i3(Z7) = gi3(2) i=lou2Zou3l (5)

En ce qui concerne le cisaillement transverse, on néglige la déformation de typc
flexion devant les déformations de glissement de la maniére suivante. On écrit :

Uy , ow U _ [Va] ©
oxg dx, oxz EPFILM

Yag(Z) =

ol [Uaﬂ =Ug(TH)-Ug(Z") est le saut des déplacements de membrane au niveau

des interfaces avec le film mince d'épaisseur notée EPFILM. Si on suppose par
excmple que e film est orthotrope,la contrainte de cisaillement transverse s'écrit alors

0u3(X) = kg3 [UOLJ] @
_ G3(®) _
avec k3= EPFILM o=1ou?2 ®

ou G3(2) est le module de Coulomb du {ilm mince.

EQUATIONS D'EQUILIBRE

Afin d'établir les équations d'équilibre de la théorie proposée, nous développons
une formulation variationnelle en utilisant les hypoth&ses et relations énoncées ci-
dessus, a partir de la formulation variationnclle classique cn déplacements (voir par
ex. Duvaut, 1990) :

“ Trouver un champ de déplacements admissibles U = (ug, ug, w,Bg,By) tel que
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quelque soit V=(vg,Vy,V3,9%,9%) admissiblc, l'on ait :

Jcijkh exn (U e (V)dQ + J.O'ij(U)Eij(V)dﬁ:L(V) » (9)
QfetQ film
ol Lv)=  [Evdr+ [rvdo (10)
facessup,in{ Ot etQ”

est la contribution des efforts extérieurs. €, ¢ sont respectivement les déformations et

contraintes dans toute la plaque Q2 . Le premier membre de 1'équation correspond aux
efforts intérieurs dans toute la plaque. La formulation (9) est modifiée en transformant
la contribution des efforts intérieurs dans le film mince par la formule de Green et
avec les relations (4-5) :

[osWesvido = [ous [vg]az an
film z

ou O3 sont les contraintes interlaminaires dans le film données par (7) et [[V(x]] =

Va(ZH) - V(T est le saut de déplacements de membrane (¢ =1 ou 2 ) au niveau des
interfaces.

Finalement, on aboutit & la nouvelle formulation suivante :

“ Trouver un champ de déplacements admissible U tel que quelque soit V
admissible, I'on ait :

_[Cijkh €kh(U)8ij(V)dQ+f0a3[[va]]d2=L(V) " (12)
Qr et b )

Les équations d'équilibre correspondant a la théorie proposée sont oblenucs a partir
de la formulation (12) en écrivant que celle-ci reste valable pour toutes les valeurs de
V arbitraires. On oblient finalement les neuf équations d'équilibre suivantes (en
notation contractée pour les indices des cocfficients élastiques) :

*
a)-ht[Cqg uy11+Cioug91+Ceplu oo + u2,12)]
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+ + = -
s [Hpﬁlﬁmﬂo

*
b)-h* [Cgg (w1 91 +ug 11+ C1au1,12+ Cog ug 22 |

+ + = -
ko [“(hﬁz_zhﬁﬂo

*
o [Cy1 B1,11+C12PB221+Cep B122 + 32,12)]

+ _ + + [
R | B RE LUSL R

2 2

+
d)-IF [Ce6 (B1,21 +B2,11) + C12B1,12+ Co2 B2,22]

+ +1 + - (h'po+h Bo
-+[hC44(B2+W,2)] - kZ;h |:u2~u2-[—_B2-; BijI:O

+ 4, + - = + +
e)-h Cgs(B11+wi1)-h Cs5By 1+ w11)-h Cqq Bo g+ woo). ..
.. -h Cyq (Bgo+wog) =FH(x1x0) + F(x1,x0) (13)

et (.); signifie ?

X

~ (hi)B
12

N +
ou I~

VALIDATION DE LA THEORIE PROPOSEE

Afin de valider 1a théorie proposée (Macé, 1991), on étudic le cas d'une plaque
composite rectangulaire dans laquelle est inséré un film mince centré. Cette plaque,
simplement appuyée sur tout le pourtour (dimensions indiquées dans le Tableau 1), est
soumise uniquement a une force de pression normale sur la face supérieure de la
forme suivante :

F*(x1,%2)=qq sin[ﬂjsin[m] (14)
a b

Les modules élastiques des matériaux considérés sont donnés dans le Tableau 2.

Le but de cette tude est de calculer les champs de déplacements et de contraintes
dans toute la plaque par la théorie proposée, et de comparer ensuite ces résultats avec
ceux donnés par la méthode tridimensionnelle de Pagano (Pagano, 1970). La
technique de résolution consiste a rechercher les fonctions inconnues (déplacements,
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rotations) sous la forme de fonctions sinusoidales en fonction des coordonnées x1 x2
qui respectent les conditions aux limites d’appui simple et que I'on introduit dans les
équations d'équilibre de la théorie considérée. Les calculs sont cffectués par la
résolution numérique d'un systeme linéaire dont les inconnues sont les coefficients de
ces fonctions sinus et cosinus (pour plus de détails voir par ex. (Macé, 1991, chapitre
4)). Pour la théorie de plaque proposée nous obtenons 9 inconnues par point (& savoir

les coefficients des déplacements uf,ug,w, et rotations Bf,B; ), tandis que la
résolution par la méthode de Pagano (Pagano, 1970) considére le double d'inconnues.

La Figure 3 compare les profils de déplacement de membrane normalisé ﬁl (au
point x1= 0 et xp = b/2) calculés par la théorie proposée, par la théorie de Reddy (pour
mémoire), et par la théorie tridimensionnelle de Pagano. On observe que la théoric
proposée permet de calculer correctement cette composante de déplacement et que
'hypothése de linéarité des déplacements dans les peaux (profil en “zig-zag” des

relations (2) et (3)) est vérifiée. La conclusion concernant UQ est identique ; les

résultats correspondants ne sont pas présentés dans cet article.

Le Tableau 3 compare les fléches calculées au centre de la plaque par différentes
théories. Le modele proposé (Macé, 1991) donne une crreur inférieure a 2% par
rapport au résultat de la méthode de Pagano.

La Figure 4 compare les profils de contrainte de cisaillement transversal

normalisée Ggs3 (au point x1= a/2 et xp= 0) calculée a l'aide de différentes théories de

plaque. Le résultat de la théorie proposée,ainsi que ceux de Love-Kirchhoff, ont été
obtenus par intégrations a posteriori des équations d'équilibre de Navier :

Gij,j=0 (i=123) (15)

,A partir des contraintes de membrane. On observe que la contrainte de cisaillement
dans le film (constante) est correctement calculée ainsi que dans les deux peaux
épaisses.

CONCLUSION - DISCUSSION

Une théorie linéaire de plaque composite comportant un film mince a été
présentée. Cette théorie permet la prise en compte du cisaillement transversal dans le
{ilm da au glissement relatif des deux peaux épaisses 'une sur F'autre.

Les résultats de calculs d'une plaque composite montrent que la méthode proposée
supporte la comparaison avec la théorie de Pagano. De plus, la méthode proposée est
un bon compromis entre la précision des calculs d'une part, et le coiit de calculs d'autre
part (mesuré en nombre d’inconnues du probléme). D’autre part il est évident qu’un
seul calcul est insuffisant pour valider la méthode proposée. Aussi, d’autres tests
numériques ont été effectués afin de compléter ceute validation (cn faisant varier
notamment 1’élancement, I’épaisseur du film inféricure au dixieme de I’¢paisseur
totale de la plaque, le rapport de rigidités pcau/film, la position du [ilm dans
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I’épaisseur... ). Ces résultats ont également confirmé les hypothéses de base de celte
théoric de plaque sandwich.
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Figure 1 . Schématisation d’une plague composite sandwich
Schematic diagram of composite sandwich panel.

a b EPFILM h*=h-

0,8 0,4 0,001 0,0095

Tableau 1 .Dimensions de la plaque rectangulaire (en metres)
Table 1. Dimensions of the rectangular panel

Peaux Skins Film

E1=E2 E3 G2 [G13=G23| Vi2 |V13=V23 Ei(Z)zEle/2000

23620 | 10730 | 3550 | 4130 | 0,108 | 0,428 Gij(z):ci?—/zooo

Tableau 2 . Propriétés €lastiques des matériaux {Modules en MPa)

Table 2. Elastic material properties (moduli in MPa)
+

Figure 2 . Représentation des interfaces 1 et X~
Representation of the interfaces X+ and 2
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Figure 3 . Distribution du déplacement normalis€ U, dans I'épaisseur
S =a/h): , Pagano ; --- - ---, théorie proposée ; - - - -, Reddy
istribution of displacement U,normalised in the thickness direction
Théoric 100 Winax ET h3/qo a4 Erreur %
Pagano (x3 = 0) 1,5478 -—
Macé 1,5249 1,5
Mindlin-Whitney (k=5/6) 0,6110 61
Love-Kirchholf 0,6016 61

Tableau 3 . Fleche normalisée au centre de la plaque - Comparaison de
théories de plaque (ET=E1(X) ; h=ht + h™ + EPFILM ; k =
facteur de correction en CT selon Mindlin)

Table 3. Normalised deflection at the panel centre. Comparison of
plate theories.
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Figure 4 . Distribution de la contrainte normalisée 3,, dans 1'épaisseur

, Pagano ; --- - -—- théorie proposée ; - - - -, Reddy ;
-------- , Lave:Kirehhoff prop Y

Distribution of stress G,, normalised in the thickness direction
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