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PR����� ��:G��� ����:=��<=<G�����#"$�«��:G9 :G�8�����À"�9 ��:Ã�R� O~� �D�Q"�H OQ��<G"$��ÅR�~����9 ������"$:=���(
 <;"f9 :G��9 H�<;"���:GP$�
��A�� ��OQPRA#"$<=:G����� Ò PRH������Ñ9�� �a:=����� ����PR������������:G�����Ñ�#"$��� �cH�����9¹Af�3�¥Ù#� ����"���: 3 Õ = = , < �

I�H ������<;"ÑFDH#"$����:Ã���¦��P$��"$<G�¦�;� ��������Å$:G��:G��� ����:=��<=<G�Í� ��ÅR��������� �N�#"$�¨<G�¦�R� ���J��:G<����«�Í� Å�"$<G� O~� ���
����:=O~P$����:G"$<)���~9�PR���#"��G�����Q��"Á������"$����:=��:=PR�y���#"���:;"$<=���¨¶B�{��2��3�J�­<G���09J"�<G9�H�<G�w����9 P ���Q9�:G� �����
���
��:ÃÄ H�����:GPR�Á��H���º�H�<=��������� 9�������"$:=��� �w"$H]O~"$:G����:=�������!<G"~������"���:��#9�"���:=PR�]"�ºDCE����"$<=��
��#"$�«��:=�
���!����P��#<=�¥OQP¯CR���������!��������:=����� ��"$<=H�������9 �!9�PE���Q9 :G�����

 10−4 m2/s 3 Î�H��B.��3� �cH�����9¹A
3 % ( ( '@<H< �­I���� ���Q��PRO
º�����H�������9J"$OQ�#"$Å$�����0���cO~� ��PR���0OQPR�������QFDH��Q9���9 P ���Q9�:G� ���!�3�¹"$:Ã�
���À<A� PR�������À��� 10−5 m2/s ��H��wH����ÀÅ$��"$�����Q��"$����:G�
���À<O� PE9���"$�;� × �À9 P ���Q9�:G� ������PR:=����PR��9
� �����6Ä PR�«����OQ�����
��"$��:;"$º�<G�Q� ��"������ :G�������6<GPE9J"�<G��OQ�����������À��"$<=��H����!����S��
ÅR��"$����� �À��P$H��
FDH��
��"�OQP¯CR� �����
ÅR<=PRº#"$<=�w��PR:Ã�¥����<A� PR�������0��� 10−4 m2/s ��I��f��"$:Ã�¥���M�H
�ÅR� �$9��#
~��� ��O~� ��H������
FDH;� :=< ���«�¥����S��ÑÄ PR��������S��a�;� "�9�9�:=���������a��P$��PRÅ$��"$��A�:GFDH���� 3 �MC �8�!��PR����"$<G� ���#�¹"$<=H��Ñ9�PR����:G��� �D��"$< �
� ��9=<a� �]��"$:=��PR�����
<G"~��:=����:=�#"���:GPR�Á�����¥PR����� �����
O~"$��� �!:=�D������������� �]9�� ����������PR:Ã����� ��H;� ���
���«��KM:=<#����<;"��$"���:;"�º�:G<=:=��������"���:G"$<G�Ñ��H~9�PE���Q9�:=�����ª���a��:�2�H���:GP$��"$����PE9�:=���F
�<G"w��:G����:G�#"���:GP$�Q�����
PR����� �Ñ:G��� ����:=��<=<G��� )

Âa��������� O~:=S������ ��"$�8�ª�8PRH��­�����8PR��������
a9�� ������FEH�������:GPR�!�����)���Ú�H
a�;� :=��������:��#� �É<G"a��� �#"$�«��:ÃK
��:=PR�À���#"���:;"�<G�N��� ����PRH���9������;� ����� ��ÅR:=�Ñ:G��� ����:=��<=<G��� × ��<G"w"w�3���rÄÇ"$:Ã�B�#"$���¦<=�r�#"$��"�ÅR��"$��A�� Õ � Õ � Õ �
§¨"���� 9�PR�����¥�3�¹"$�8�¥� ���N� ����H�:=�������a�����3�RPR:=��<G"0����PR�#"$ÅR"���:=PR� Ö Ïk��� �NPR�������ª:=�����«��:=��<G<=���¦"$:=����:
ÅR��������� ����� �0<G� �0����ÅR:=PR���wP��y��<=<G�����$PR��� ���#"$<G� O~� �������~��:G����:G�8�����¨?ÉPRH��w9 � �����~�3�¹"$�8�$�¨��P$H��
��:G����P$��PR���)�;� H��QÅ$��"$���!��PRO
º����N���r������H�<=�¹"����)��A���PR��:GFDH�� ��3Ç���3�¹"$:=<G<=���­��<GH��)<GPR:=� <¨�%� �3��H���� �¦���
��:G����� ����:GPR�6����� Ø ¸«I
��� R�����P$��"$OQO~� �D��

<A� ��2�� � β PRHn<O� ��2��3�r����<G"��RP$����:=9�:Ã���¥OQ����P � 9¹A���<=<G���
I�� 9 PR����:G��S ���1������H�:=���n:GOQ��<G:=9�:Ã����OQ������FDH��1<G��� Ø ¸«I �$PR���~���1��:G����:G�8���!�#"$����<G� �À��� ÅR:GPR���
P��Y��<=<G����������PR������:G��Å$����� � 9�PROQOQ�
�#"$���jÌ�� O~��<G��<G� ����PRH���º�:G<=<GPR����"$����:=9 CE9�<=PR��:=FEH����+3O��H�� $��
3 % ( ' Ô <H< � Ò PRH ��� Ä P$:G���E9�� �N� ��H���� �r��PR���r���J"$<=:G��� �����#"$���N�����N9 PR����:Ã��:GP$����:=���J"�<G:G����� �ª� �N"$H�9 H����
������� :=���������������D
�<G"���:=���8������:GP$�^��� � Ø ¸«I "$H^����:=�{���~<A� P 9 �J"$�c����� <�Å$<GPRº#"�<A�¨Ï�"$���!9���9J"$� �
º���"$H�9 PRH��Y����P$�y���À�#"$��"�O~S3����� ������������������������H63 ��PR��P$ÅR��"$��A�:G����:G��������"�9 ��:=PR�Y"J�R� 9Q<G"��RPR�ÚK
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��:=9�:Ã���wO~� ��PE��9¹A�� <G<=�$�8��PR� K <G:G���J"$��:=��� �8<ª�8PRH��aFEH��!<G�0����PRº�<GS O~�0��P$:=�a������PR<GHf"J�R��9À<=����O~P¯C$�����
:G� Ä PR��O~"���:=FDH����¥"$9 ��H���<=�C�²¶B�YPRH��������²H����ÀOQ��:=<G<G� H����0��� ����� ��� �D��"���:=PR�Y���À<;" > ��PRH ���@>��$�����0<=�
OQ��<;"���ÅR�
�#"�������PRº�<G:GÅR"���PR:=��� O~� �D�a�#"$��<G"6����:=���À� �c9 PRO~� ���À����<;"6� C ��"$O~:=FDH��À��H�º�O~� ��PE�3K
9¹A�� <G<G� 3Ç��� 9�������:Ã�¹"$���1H���� ������PR<GH���:GPR� ��<=� �R� �=<j�rÅR����� ��"$<=��OQ�����6:=ÅR��PR�����]��"$���6<=���6OQP ��S�<G� �
"$93��H�� <G�C�Ò P$H����3Ä PR:G� ��<O� �3��H���������L¥<ÃÄ PR���?3 Õ = = Ö º <²� ���ÍH��!������OQ:G���¨�8� ��:=�­�#"$�­�#"$���É<;"r9�P$���#"$:=����"���9��
��� � �#HEÌy����� <G�w�;� ����� ��ÅR:=��:G��� ����:=��<=<G��> 
1�#"$�«��:=�����Q��PR����� ���0���QO~PRH�:G<G<G"$ÅR� �a�����#"$�«��:=�0��"$���
<A� PE9��J"��²��:=<�"�����:Ã�R� 
a9J"$<=9�H�<=���)<O� "�O~��<=:=��H����¦� �B<O� P$��:G� ���¹"���:GPR�0����� ��H ÌÀ�;� ��������Å$:G�r"$����PE9�:=���B"$HEÌ
Ä ��� FDH�����9 ����:=�����«��:G� <G<=��� �¥����OQ:G��:GH��������@¶B�]�#"�����:=9�H�<=:G� ����:=< 9�PR���«�¹"����!FDH���<G��� �#H Ì��;� ��������Å$:G�
:G��������:G� <G<G�ª��PR����O�" ��P$��:=��"$:G����OQ�����B��:=��:=ÅR���¦���~����A�PR��������� $�PR�����ª��PRH���9������ ���R� ���ª<O� � FDH#"���� H��
3Ç��2��3� β ���#"���"$ÅR��"$��A�� Õ � , � Ó <j�$9 �rFEH�:����«�B����9�P$��Ä PR��OQ:=���N"J�R� 9r<G� �Í9J"$<=9�H�<=�Í��� ��H�� $�� 3 % ( ' Ô < �7 � <GPR��<GH�:��#9���� �#H Ì���P$�D�¥��H �Q��"$O~OQ�����¥:GOQ��PR�«�¹"$�������8PRH��Ñ����"$������PR�«��� �a<O� � ������ÅR:G�0:G����� 9 �����
�#"$����<G���¥����Å$:GPR���¥��PRH���9�� �0��H������ ����:G�«�¹"$��9 �������À<O� P$�������!��� �0º�"$����:G����PE9���"$��:GFDH�� ���²9 �ÀFDH�:
���«��"�������$!��P$H��R��"$H]9J"��B��H���FDH;� 
~����� �������¥PR�f�8������"$:=��FDH���<A� ����� ��ÅR:=��:G��� ����:=��<=<G�����0��:=����:=�#"$:Ã�

À����PJÌ :GOQ:=�������w9�� �a����ÅR:=PR���r��PRH���9 �����

I��Á9 PROQO~� ��9�����P$��9���PRH �)��H������

�9 PR���#" �G����� -�9 PROQ����� ��������<G"���"$��:G"$º�:=<G:=���Ñ���#"���:;"$<=����H
OQ��<;"���ÅR��:=����H�:Ã�
�#"��
<;"]��:=����:G�#"���:GPR�c����� Ø ¸«IÀ�ÉÅR����9��n��P$��"$OQO~� �D�J
]H��}ÅR��"�������PRO
º����
�;� � ��H������À��A���PR��:GFDH�� �À���6����PR�#"$Å�"���:GP$�{����� Ø ¸«I P$H 
]<A� "$�#"$<ÃC �������n��PR����� ���(3Ç93Ä�L¥<=Ä P$���
3 Õ = = Ö º <�<�� × � � ���BH��À�#"$�Í���ª��<GH��)�#"$���Í<G"a9 PRO~������A�������:GPR�À���ª<;"a9 :G��9�H�<G"���:=PR�0��A�����O~P$A#"$<G:=���$�
� �¥��PR��9!��H]9�<=:GO~"��N��¶¦� ��2��3�J�8<G� �¥� ��H���� ����� 7 "�O~� <G��P$� 3 % ( ( '@<j�8��"$����H����!9�P$� �#ÅRH���"���:=PR�
:G���J"$<=:G��� � 
�H��]����H�<Éº#"$����:G�²�8� �L!¥"$��H�OQ:­�3� 7 H�ÅR:G��P$A#"$��" 3 % ( ( (@<3�@�#"����¥H����!9�P$� �#ÅRH���"���:=PR�
��<=H��a���J"$<=:G�«���w���!<O� PE9���"$�ÁO~PR����:;"$<������ ����� �D�L
~����PRH��$���¥FDH���<;"�9�:=��9�H�<;"���:GPR�n��A�����OQPRA#"�<G:G���
���«�Ñ����S �Ñ��������:Gº�<G� 
À<;"À<GPE9J"$<=:G��"���:=PR�~����������Å$:GPR���r���wÄ P$���ÑOQ��<;"���ÅR���

§M� �3��H�������������������� �~�#"�����9��À��"$���8PR�������C� "����¹"$9¹A��À������9 :G����OQ����� 
69�PROQ�������������À��<GH��L��K
��� O~� �D�0<=���wO~� 9J"$��:G��OQ���w��������PR�#"$ÅR"���:=PR� �����0PR�������0:G��� ����:=��<=<G��� ��� �c�#"�����:=9�H�<=:G� � 
n9�PROÀK
��������������<;"6��:=���8������:GPR�Y��� � Ø ¸«I "�Hc����:G�Y�;� H��y9¹A#"$OQ� ��H���º�H�<G� ���w���J"�<G:G�«����� ?ÉPRH���9���<G"��²:=<
��"n��PRH���ÄÇ"$<=<GPR:=�a�����#"������w�#"����w<A� ��9�P$H�<G� O~� �D�¥��P$��"$< �8FDH�:B���«��Å$����� ��"$<=��OQ�����w��� ����Hy�#"$��<=���
OQP ��S <G� �ªPRH1OQ����H������#"$�ª<G���ª9�PRH���"$����PROQS ����� ����<G"!�#"$�«��:G�¥º#"$������Ä ��� FEH�����9 �0� R��

À<A� ��9�P$H�<G�jK
OQ�����wO~� ��PE��9¹A�� <G<=�
���À<;"~�#"$����:G�
A�"$H����
Ä ����FDH�� ��9��Q�BR���"$HEÌ PR�������w:G��� ����:G��<=<G� �C��Îf"$:=��H����
��� <G<=����� �#"$��"���:GP$�Á� ���«KM��<=<G���E��"�:GOQ�����Ñ��P$����:=º�<G��)
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*,+��M+/* 	 �CR6J =@?A1VGA?A5>R6E,?D=@1

× PROQO~�6<O� "]OQPR������� × A#"$����� C 3 % ( , 'E<3�­<G���À� FDH#"���:=PR���ÀÅR� ������"$<G� �ÀÅR��P$��A�C ��:GFDH�� �~ÅRP$H K
�R� ����� ���w����H Ì��MCE��� �����!OQPRH��$��OQ�������¥���
��:�2�� ��� ��9�:G"$��������:G��9 :G�#"$<=��OQ�������#"$�a<G��H��a� 9¹A���<=<G�
���ª����OQ���C� × � �����N��� 9�PROQ��P$��:=��:GPR�����«�¦º#"$��� �r��H��)<A� � ��H����N����OQP ���ª��PR��O�"�H Ì������B� FEH�"���:=PR���
��H1OQPRO~� ���NA�PR��: $ PR���¹"$<8� �Ñ����9¹A�"$<G� H��N<G:=���J"���:G����� �N"$H���PRH��N��HÁ�����8PR�r��PR���r<G"�Ä PR��O
H�<;"���:GP$�
���«��<;"À��H�:Ã��"$�����+3ÇP$�ÁÄÇ"$:Ã�r<A� "$������PJÌ :GO~"���:=PR�����0©ªP$H�����:G��� ��FQ<w>

∂tu− fv = − 1

ρ0
∂xp

∂tv + fu = − 1

ρ0

∂yp
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∂tρ−
ρ0N

2

g
w = 0

I��!����9 PRO~�8PR���ª<G� �)�8���«��H���º#"���:=PR���­���ÀOQP �����­��PR��O~"$H Ì�3 ei(ωt−kx−ly−mz) <¨�3�BPR������PRH �R�
<A� ��FDH#"���:GPR�n���0��:G���8������:=PR�1��H�:Ã�$"��D����>

ω(ω2 − f 2 − N2

m2
kH

2) = 0

P�� kH =
√
k2 + l2

§¨�¥��� Hy�%� � FEH�"���:=PR���w9�: KM��� ����H��0�8PR��������"$���0����PR:=����FDH#"���:GPR��������PR��PR����:GFDH���� � <;"6����<;"���:GP$�
���w��:G����� ����:GPR�nÄÇ"$:Ã�Ñ"$���#"���"��=�����a����P$:G�rOQP ��� ��>

� Âa�tOQP ���Y��� µ PR����º�C["�����PE9�:=� 
 <G"�Ä ����FDH�� ��9��c����PR�����y�EH�<G<G���N9��yOQP ���Y� �������¹" K
��:=PR���#"�:G���Q�8PRH��À<;"Á��A�� PR��:=�6<G:=���J"$:=��� 3Ç� FEH�:G<G:=º�����ÅR��PR�«����PR��A�:=FEH��=<��Í§¨� �
��� ��OQ���À��PR�EK
<G:=���J"�:G��� �������Ñ��FDH#"���:GPR���N9�PROQ��<=S ��� �NÄ PR���rFDH���9���OQPE�����;� ���«�a��<GH��N�jÌ�"$9 ����OQ���������¹" K
��:=PR���#"�:G����� × � ���«�a�8PRH���FDH�PR: :G<������a"$H�����:­"$����� <G��OQP �����Ú<G� �����8�

� Ï¥� H ÌoOQP ��� �1�;� :=�����«��:=�3KMÅ$��"J�E:=���f"$���8��<=���nOQP ��� ���Ú��"$��:G���������N��� Ä ��� FDH�����9 �c����PR�����
ω = +

√
f 2 + N2

m2 kH
2

× ���ÀOQP ��� �����6��:=����:=��ÅRH�� ���
��PR��96�#"$��<G��H��0Ä ����FDH�����9��nO~"$:G��"$H�����:ª��"$�!<G"��#"���H��������
<G� H��N��CE�#"$OQ:GFDH����#¶B�1��2�� �J���#"$���r<=��9J"$��������� ��� FDH#"���:=PR���r<=:G����"$:G�������E�;� H������#"����J��<G��OQP ���
<G� �D�a"QH����!� C ��"$O~:=FDH��w��PR�f��:=�R� ��ÅR� ����� 3 ∂xu + ∂yv = 0 <3�@�;� "$H������0�#"$����<=��OQP ���0��"$��:=���
���«�r<GH�:�"$����PE9�:G�L
!H����w"$��PRO�"�<G:G�Ñ���a�RPR�«��:G9 :=���¥�8P$��� �D��:G� <G<G���DH�<G<=��3 :G<@�R����:��#� ρ0N2

g
ξ = f∂zρ
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¶¦����"$:G��PR�{��� �
��� ��OQ���!��PR� KM<=:G����"$:G�����0�����!��FDH#"���:GPR���!9�PROQ��<GS3��� ���)<=��������H Ì^�MCE��� �À���
O~PE��� ���3�RPEFDH���������� 9�������OQO~� �D�ª:G����� ��"$Å$:G����������>�<G�ÑOQP ���Ñ<=������"$ÅR:=�¦��H���<G�rOQP ���Ñ��"$��:G�����3�
<G�¦OQP ���B��"$��:=����"$ÅR:=�¨��H��­<G�¦O~PE���¦<G� ���N� §M� :=��������"$9 ��:GPR�0����9�� �É��� H Ì�O~PE��� �­9 ��� �ªH����¦��"$��:=� ���
�;� ��9¹A�� <G<G� �N��� O~�8PR��� <G<=����:G����� ��OQ����:G"$:G�����C��I��6�RPR:Ã�N��P$��9�FDH;� H���������9 PROQ��PR��:=��:GPR�~�3Ì�"$9 ���w���
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��H���<=���ÑOQP ��S <G� �NÅR��P$������PR��A�:=FDH�����:=������"���:=Ä ���
L¥����S��À"J�$PR:G�0����� ��� �D���6<G� ��� FDH#"���:=PR����� ��<G��H��0����9¹A���:=FDH��6�;� "$��:=O~� ����:=PR���#"$<=:G��"���:=PR�²�8<;"

OQ� ��A�P ���Q��� ��"]���3�R� <GPR���8���~H���:=FEH���OQ������"J�R� 96<G� �0��"$��:;"$º�<=����"$��:=O~� ����:=PR����� ���0��PRH�����<=H��
���w��:=O~��<G:G9 :=�����
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§ ���À��FDH#"���:GP$���
���6º�"$���nH���:G<=:G��� ����:G9�:���P$�D��<=���
� FDH#"���:=PR���
����:GOQ:=��:=�$���0��PRH��!<G���!ADCE�8P�K

��A�S���� �ÀA�C ����PR�«�¹"���:GFDH��$�Í"$��:;"�º#"���:=FDH��~�3�À:G���E:G��9�:=�����É§M� "$������PJÌ :GO~"���:=PR�y���n©ªPRH�����:=������F^� ���
��ÅR"$<G� O~� �D�¨ÄÇ"$:Ã����� §¨� �)� FEH�"���:=PR���­��H!OQPROQ�����J�¯����9¹A#"$<=��H�� � ADCE����PR����"���:=FDH��ª�3�)����9�PR����:G�DH�:=���
��PR����������>

ut + uux + vuy + wuz − fv = − 1

ρ0

px
3 Õ � % <

vt + uvx + vvy + wvz + fu = − 1

ρ0
py

3 Õ � Õ <

ρt + uρx + vρy −
ρ0

g
N2w = 0 3 Õ � Ö <

pz = −ρg 3 Õ � , <

ux + vy + wz = 0 3 Õ � Ô <
u � v �3� w ��PR������������� 9 ��:=�R� O~� ����<G� �r9�PROQ�8PR��"$�������F$�PR�#"�<G�$��O~� ��:G��:G��������� �Ñ�R� ����:G9J"�<G�w���w<;"
�E:=����������� p � � ρ ������������������� �D�Q<=���
�8���«��H���º#"���:=PR�������6����������:GPR�^� �À������������:=�����Í¶B<=<G������PR���
<G:=��� ��
�<G"
����� ����:GPR�Á� ��<;"À��� ����:Ã������P��¹"$<=��� ptot

� � ρtot
�#"$�r<=���rÄ PR��O!H�<G� �N��H�:Ã��"$�������0>

ptot(x, y, z, t) = p̄(z) + p(x, y, z, t)

ρtot(x, y, z, t) = ρ0 + ρ̄(z) + ρ(x, y, z, t)

P�� ρ0
���«�B<;"���������:=���NOQP C$���������r��H��É��P$H��B<G����PRO~"$:=���L3 ��� <GPR��Ì���CR��$N<3� ρ̄(z) ���«�B<;"��#"$����:G�

��"$��:G"$º�<=�r"J�R��9�$Ñ���Ñ<;"���������:=���Ñ:G��:Ã��:;"�<G�ª�3� p̄(z) = p0−ρ0z+
∫ 0

z
ρ̄(z′)dz′ P � p0 = p̄(z = 0)���«�ÑH�����9 PR������"$�����w:G�������8������"$���������¥Ì�� CE� N2 = − g

ρ0

∂ρ̄
∂z

����9 ��:Ã�r<;"!�«����"���:��#9J"���:GPR������<A� � ��"��
����º#"$���$� N � ����"$���8��<=���
Ä ����FDH�����9��Q���Q©ª��H����«K ����:G����<�� � f �����0<G"�Ä ����FDH�� ��9��Q��� × PR��:GPR<=:G���
��H�����P$�����09�P$������"$�����0��H��Ñ<A� ��������O!º�<G����HÁ��PRO~"$:=����3ÇA�CE�8P$��A�S ���0��HÁ��<;"$�EK f < �§¨"Á�RP$����:=9�:Ã������P���������:G��<=<G�À�;� ¶B������<���P$��� � �
�¨ÅR��"�������H��!"$����PE9�:=��� 
�<;"1�#"$�«��:=�Q<=�������Q��H
OQPRH��R� O~� ���J�#���w9�"$<G9 H�<G���#"��r<;"
Ä PR��O!H�<G����H�:=��"$�����Q> Q = (f~k + ~∇× ~u).~∇(ρ̄+ ρ)§ ������FDH#"���:GPR��� 3 Õ � % <�
 3 Õ � Ô <��RPR����O~"$:G����� �#"$����� �����0"$��:=O~� ����:=PR���#"�<G:G����� � 
À<A� "$:G���¥�����
ÅR��"$����� H����0��H�:Ã��"$�������~> L <A� ��9¹A�� <G<=�QA�PR��:�$�PR���¹"�<G�À9J"���"$93������:G�«��:GFDH���� U <A� ��9¹A�� <G<=�Q9�"$��"�9 ��� ��:=�«K
��:=FDH��¦�����¨�E:=��� �������­A�PR��:�$�PR����"$<G� ��� L

U
<A� ��9¹A�� <G<G�¦���B����OQ��� 3Ç<G� �����=<j� H = fL

N0

<A� ��9¹A���<G<=�Í�R� ����:=9J"$<=�
P�� N0 = 1

H0

∫ 0

−H0
N(z)dz � ����<;"6Ä ��� FEH�����9 �����~©ª��H��D�«K � �$:G� �$<��6OQP¯CR���������Q��H��w��P$H�����<;"

9�P$<GPR�������;� ��"$HÁ���w����P$Ä P$������H�� H0
�

{x, y} = L{x̃, ỹ} z = Hz̃ t = L
U
.t̃ p = fρ0ULp̃

{u, v} = U{ũ, ṽ} w = εHU
L
w̃ ρ = −ρ0UN0

g
ρ̃
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ε = U
fL

� ���r<=�¥��P$O
º����¥��� µ P$����º�C$����H�����PR��������S��N�8� ��:=�N��� ��"$��� % �#"$���r9�� ������OQ� ��A�PE���
3ÇA�CE��P���A�S ���0FEH�"$��: KMÅR� PR������PR��A�:GFDH��=<

§¨� �Ñ��FDH#"���:GPR����"$��:GOQ������:GPR������<G<=���N��� � 9���:=�R� ����"$<=PR���¥>

ε(ũt̃ + ũũx̃ + ṽũỹ + w̃ũz̃) − v = −p̃x̃

ε(ṽt̃ + ũṽx̃ + ṽṽỹ + w̃ṽz̃) + u = −p̃ỹ

ρ̃t̃ + ũρ̃x̃ + ṽρ̃ỹ +
1

Λ2(z̃)
w̃ = 0

p̃z̃ = ρ̃

ũx̃ + ṽỹ + w̃z̃ = 0

Λ(z) = N0/N(z) ��������H����8PR��������PE9¹A��Ñ��� % 3Ç:O� ���RPR����H�����P$����FEH�� Ø ��"$��:G�r�8��HQ"$H���PRH��
��� N0

<
§ � "$��P$O�"$<=:G�����ª�$PR����:G9�:Ã���N�8P$��������:=��<G<=���%� ¶B������< 3��o<G"a�RP$����:=9�:Ã���N�8P$��� ����:G� <G<=����P$�¹"$<=�ªOQPR:G���

<;"!�$PR����:G9�:Ã�����8P$��� ����:G� <G<=��"$����P 9 :G� � 
À<O� �3�¹"��r���0º�"$���N<Ñ��� � 9���:Ã�w>

q̃ = ṽx̃ − ũỹ + Λ2ρ̃z̃ + εΛ2ρ̃z̃.(ṽx̃ − ũỹ)+

εΛ2ρ̃ỹ(ũz̃ − εµ2w̃x̃) − εΛ2ρ̃x̃(ṽz̃ − εµ2w̃ỹ)

FEH���<O� PR�n�8��H �a����OQ��<;"�9����r��"$�

q̃ ' ṽx̃ − ũỹ + Λ2ρ̃z̃ + εΛ2{ρ̃z̃.(ṽx̃ − ũỹ) + ρ̃ỹũz̃ − ρ̃x̃ṽz̃}
9J"$�Ñ<G����"$���8PR���Ñ�%� "$����� 9 � µ = H

L
���«�aÅ$����� ��"$<=��OQ�����r����S��Ñ:G��Ä � ��:=��H���
 % �

-.+ *,+ - � 16HWB = ?A;M7K?/J,5 N>1OGAE 	
R:7 �>J(NC1
Ê ���E��¿E��®¯� ® �5�8���­¿E� � ½�¾­��®¯�5�8�­�28­�����­¼��58­� � ¿E� $)  �408¿ � ��8�8B¿ Èc¿ �8® �
¿E� ε $

?)"$�
��PRH�9 :ª���~��:GOQ��<=:G9�:Ã�����²PR�{PROQ� �!������PR��O~"$:=��<=������:G<=�����0��H��!<G���0��"$��:G"$º�<G� �!"���:GOQ��� K
��:=PR����� <G<G� �C�

¶¦� ��2���93��H#"$���~H����Á����9 PROQ��PR��:=��:GPR� Ö Ï �;� !a��<=O~A�PR<=�H$ 3Ç9�P$O~OQ�n�#"$����Î�H���"�.D:Ñ� �~"$<A�
3 % ( ( (@<H<j��PR�Á�8��H Ì1� 9���:G����>




v
−u
ρ


 = ~∇φ+ ε~∇× ~χ 3 Õ � Ó <

"¯�$��9 ~∇ =



∂x

∂y

∂z


 P�� φ ������<G�1�8P$��� �D��:G� <rÅR��"$��:G����� 3Ç:=<r��� ����� ���������]<;" �#"$�«��:=�Á��P$�¹" K

��:=PR����� <G<G�nP$H ��PR�EKM��:Ã�R����ÅR�������f���Á<;" �E:=��� �����=<Q�3� χ � ���~<G�Á��P$��������:=��<Ñ��P��¹"���:GPR������< Ö Ï 3Ç:G<
��� ����� ���������!<;"
��"$����:G����:Ã�R����ÅR�������0���0<G"
� :Ã��� �����N<��

I��Á��P$���À>

ε~∇× ~χ = ε




va

−ua

ρa



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?)"���9 PR������FDH������
vax − uay + ρaz = ~∇.(~∇× ~χ) = 0 3 Õ � &E<

§M� :=O~�8PR����"$��9 �N��� <;"���:=�R�r�����¦�#"$�«��:G� �B��P$��"���:=PR����� <G<=�ª� �¦��:=�R� ��ÅR� ����� ~∇φ �3� ε~∇× ~χ �8��H��
���w9 PRO~������������� 
�<A� "$:G���¥�����Ñ��FDH#"���:GP$���Ñ���wO~PROQ�����r�3��ADCE����PR����"���:=FDH��~>




v
−u
ρ


 =



px + ε Du

Dt

py + ε Dv
Dt

pz




§ �w�$��93����H�� (ε Du
Dt
, ε Dv

Dt
, 0) ��� H��a"¯�$PR:G�rH�������"$����:G����P��¹"���:GPR������<G<=�¥�3�ÑH����0�#"$����:G����:=�R� �«K

ÅR� �D���$� O~"$:G�¥�#"$������PRH��w<G� ��9J"$� �²<;"6�#"�����:=�
��:Ã�R����ÅR�������~������"n��<=H����8� ��:Ã���À�;� H��YPR�������À� � εFDH�� (px, py, pz)
FDH�: � ���a��H���� O~� ���a��P$�¹"���:GP$������<=<G��� 9 �0FDH�: ��H�����:��#�w<;"
��� 9�PROQ�8PR��:Ã��:GP$� Õ � Ó �

I�� ��� �$��<GP$�����
"$<GPR���a9¹A�"$FDH��
��"$��:G"$º�<G�w9 PRO~OQ�!H����!������:=�
��� ��H�:G����"$��9 ������� ε ����"$H�Ä pFDH��0<A� PR�n���w9�PR���#"��G�Ñ��"$�C�

φ = φ(0) + εφ(1) + ε2φ(2) +O(ε3)

ua = ua
(1) + εua

(2) +O(ε2)

va = va
(1) + εva

(2) +O(ε2)

ρa = ρa
(1) + ερa

(2) +O(ε2)

L¥:=����:B>
u = −φy

(0) − ε φy
(1) − ε2 φy

(2) + ε (ua
(1) + εua

(2)) + O(ε3)

v = φx
(0) + ε φx

(1) + ε2 φx
(2) + ε (va

(1) + εva
(2)) + O(ε3)

ρ = φz
(0) + ε φz

(1) + ε2 φz
(2)

︸ ︷︷ ︸�#"$����:G����P$�¹"���:GPR������<=<G�
+ ε (ρa

(1) + ερa
(2))︸ ︷︷ ︸�#"$�«��:=����:=�$����ÅR�������

+ O(ε3)

L­�$��9�9����Ñ��P��¹"���:GPR��� ��<A� "$��P$O�"$<=:G�������RPR�«��:=9�:=������P���������:G��<=<G�a�;� ¶B�«����<¨���3�E:G�����0>

q = ∇h
2φ(0) + Λ2φ(0)

zz

+ε {∇h
2φ(1) + Λ2φ(1)

zz + (Λ2 − 1)ρaz
(1) + Λ2[(φxx

(0) + φyy
(0))φzz

(0)

−(φxz
(0))2 − (φyz

(0))2]}
+ε2 {∇h

2φ(2) + Λ2φ(2)
z + (Λ2 − 1)ρaz

(2)

+Λ2[(φxx
(0) + φyy

(0))(φzz
(1) + ρaz

(1))

+φzz
(0)(φxx

(1) + φyy
(1) + vax

(1) − uay
(1))

−2φxz
(0)φxz

(1) − 2φyz
(0)φyz

(1) − φxz
(0)(ρax

(1) + vaz
(1))

−φyz
(0)(ρay

(1) − uaz
(1)) + (φxx

(0) + φyy
(0))ρaz

(1) + (vax
(1) − uay

(1))φzz
(0)]}

+O(ε3) 3 Õ � '@<

P�� ~∇h =

[
∂x

∂y

]
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§ � :G�����N���ª<;"aOQ� ��A�PE���NÏL�o���«�B���N������PRH������r� �E¼�¾¨���J��08¿EÈ^¿E��®�<A� ��FDH#"���:GPR� Õ � 'a���À9�P$����: K
������"$����FDH;� 
�<A� PR������� = � ∇h

2φ(0) + Λ2φ
(0)
zz = q ��H�:G�aFEH%� � ����H�:Ã���À<=�!OQ��O
º��������
����P$:=�������

<A� ��FDH#"���:GPR� Õ � 'À���«�¥�DH�< 

��PRH��Ñ<G� �rPR������������H�:Ã��"$�����C�Ø PRH���"$<=<GPR���N��PR��9w9�"$<G9 H�<G� ��>
� �;� "$º8PR��� φ(0) �
� ��H�:=� φ(1) � � (u

(1)
a , v

(1)
a , ρ

(1)
a ) �� � ��� � �#� φ(2) � � (u

(2)
a , v

(2)
a , ρ

(2)
a ) �

���D®¯¬����¨¿]�#¾�3��8� �¨� ¿ � �4�D���^¿�® 1 ¿ � ε

�!� � ¼�¾ � �¨¿ φ(0)

I��Á9J"�<G9�H�<G� φ(0) � ��������P$<=��"$���Ñ<A� ��FDH#"���:GPR�Y>

∇h
2φ(0) + Λ2φ(0)

zz = q 3 Õ � (@<
"J�R��90<G� �r9�PR����:=��:GPR���Ñ"�H Ì1<G:=O~:Ã��� �¥>

{
φ

(0)
z (z = 0) = ρobs(z = 0)

φ
(0)
z (z = −H) = ρobs(z = −H)

3 Õ � % = <

P�� ρobs
�����N<;"��8���«��H���º#"���:GPR�Q��P$��"$<G��������� ����:Ã���J3Ç9�P$�D�����#"��D�Ñ<=����9�PROQ��P$��"$����� �Nº#"$�������3�

A#"$H�����Ä ����FDH�����9��=< ��¶B�!��P$H�����<GPRÅR:=FDH��$� 9�� <;"���� �E��"�:=�)�3�����ª��� H�<G� O~� ���B<;"Ñ�#"$�«��:G��> <=�������E>����ª<G"
��� ����H���º#"���:GP$�Á���0��������:=���wFDH�:¨���3� ��"$:=��"����#"$��"��G�������#"$����<=���Ñ9�P$����:=��:GPR���Ñ"$H Ì1<=:GOQ:=��� � Õ � % = �
O�"�:G�Í��� �������«���¦PR����O~PR�������rFDH�� φ0

� ��"$:=�¦�8��HQ��� ����:=º�<G��"$HÀÄÇ"$:Ã�BFDH��a<O� P$�Q�����������Ñ<;"���������:=���
��P$��"$<G�!PRHY����H�<G��OQ�����0��"n�#"�����:=�D> <=�������E>�� × � � ���0�8PRH���FDH�P$:Í��PRH��w����9¹A�� ��9¹A�� ��PR���!�#"$����"$�
�3Ì ��OQ��<=� 
J�#<Ã�������r��� O~�8PR��� <G<=��OQ����� ρobs

"��������w9�"$<G9 H�<G� �r��:GÅ$PRH���� H���� O~� ���a<=���Ñ9�P$����:=��:GPR���
"$H Ì�<G:=O~:Ã����� Õ � % = � �N��PRH��N��P$H��N9�P$�D��������� ��PR���r����<;"0��� ����H���º#"���:GP$�~��P��¹"$<=�a���¥��������:=��� ρobs

�

¶¦����H�:Ã���$�#�8PRH��r9�"$<G9 H�<G� � φ(1) ��PR�1��PR:Ã�r9�PR���#"��G����� φ(0) ��� ρ
(1)
a

���ÁÅR��������"�<A��Ï¥"$���Ñ<G��9�"$�
�;� H����0������"���:��#9J"���:GP$�n9�PR���«�¹"$������3 :A� ����FDH#"$��� Ø ���w�����8�����f�#"$�����
$�> Λ(z) = 1 <j�#FEH�: �����<G�
9�"$������"$:=���
�#"$�0Î�H���"�.D:B� ��"$<O�M3 % ( ( (@<j��:=<)���«�0����H�<G��OQ�����w��� 9�� ����"�:G���Q���À9 PR���#"��=����� φ(0)

"��#�Á���w9J"$<=9�H�<=��� φ(1) �
�!� � ¼�¾ � �¨¿ ρ(1)

a

µ � 9J"$��:Ã��H�<=PR����>



v
−u
ρ


 =



px + ε Du

Dt

py + ε Dv
Dt

pz


 =



φx + ε va

φy − ε ua

φz + ε ρa


 3 Õ � % % <

§­"0����� O~:=S����a� Å�"$<G:Ã���r� ���N��PR����� ���#"$��<G� ��� FEH�"���:=PR������H6OQPRO~� �����3�NA�CE����P$���¹"���:GFDH���� <G"
��� 9�PR������� ����<;"À��� 9�PROQ��P$��:=��:GPR� Ö Ï ��� !���<=O~A�P$<=� $��

¶¦�Q��ÅR"$<G:=��"$���Í<=���B��� H Ì���� ����:=������OQ��O!º���� �B���r<;"���P$H�º�<G�jKM� FEH�"���:=PR� Õ � % % � ������H���:G<=:G��"��D�
<G� �r��� �$��<GP$����� O~� ��������� ε ��������������� ��"$H���"$��"J��"$���J�#PR�n����PRH��$�~>

ε




v
(1)
a

−u(1)
a

ρ
(1)
a


 =




(p− φ(0) − ε φ(1))x + ε D(0)u(0)

Dt

(p− φ(0) − ε φ(1))y + ε D(0)v(0)

Dt

(p− φ(0) − ε φ(1))z


 +O(ε2) 3 Õ � % Õ <



�@� �!¬­� 8É� ®¯� ¿ �

"J�R��9 u(0) = −φ(0)
y

� v(0) = φ
(0)
x

� � D(0)

Dt
= ∂t + u(0)∂x + v(0)∂y¶B�
����� �#"$���É<G��ÅR��"$��:G�����­����<A� ��FDH#"���:GPR� Õ � % Õ � �É���
H���:G<=:G��"��D�¨<G"r����PR����:G�3������� (ua, va, ρa)3Ç93ÄÍ� FEH�"���:=PR� Õ � &�<3��PR�n����PRH��$�#
À<O� PR������� % >

0 = −∇2(p− φ(0) − εφ(1)) − ε(∂x
D(0)u(0)

Dt
+ ∂y

D(0)v(0)

Dt
)

FDH�:¨���w��:=O~��<=:��#��>

∇2(p− φ(0) − ε φ(1)) = 2εJ(u(0), v(0)) 3 Õ � % Ö <
P�� J( . , . ) �������������������0<A� PR�8����"���� H�� � "$9�P$º�:G� � 3 J(A,B) = ∂xA∂yB − ∂xB∂yA

<��
(p− φ(0) − ε φ(1)) �����a��P$H��R� �D�¥"$���8��<=��������������:GP$�f"$Å$��PR�«����P$��A�:GFDH��w�;� PR������� % �
§M� � FEH�"���:=PR� Õ � % Ö � ���a��� ��PR<=H��w"J�R��90<G� �Ñ9�PR����:=��:=PR���r"�H Ì1<G:=O~:Ã��� �ª��H�:=��"$����� �0>

{
∂z(p− φ(0) − ε φ(1))(z = 0) = 0
∂z(p− φ(0) − ε φ(1))(z = −H) = 0

��� � ¼�¾ � �¨¿ φ(1)

× PR���#"�:G����"$����������PR��O~"$:G� ρ(1)
a = ∂z(p− φ(0) − ε φ(1)) ��P$���8��H���������P$H�������>

∇h
2φ(1) +Λ2φ(1)

zz = −(Λ2 −1)ρaz
(1) +Λ2{(φxz

(0))2 +(φyz
(0))2− (φxx

(0) +φyy
(0))φzz

(0)}3 Õ � %9, <
"J�R��90<G� �Ñ9�PR����:=��:=PR���r"�H Ì1<G:=O~:Ã��� �ª��H�:=��"$����� �0>

{
φz

(1)(z = 0) = 0

φz
(1)(z = −H) = 0

��� � ¼�¾ � �¨¿ (u
(1)
a , v

(1)
a )

Ï¥��HEÌÁO~�3��A�PE�����Ñ���w9�"$<G9 H�<²��� (u
(1)
a , v

(1)
a ) �3Ì :G�«�������C�

§¨"}������OQ:GS ���]� ���Á����PRÅR��PR�«��:=FEH�� � �Á9�PR����:G�«���0
�9J"�<G9�H�<G��� D(0)u(0)

Dt
� � D(0)v(0)

Dt
�ÑI��o���

��� ��H�:=��"�<GPR��� (u
(1)
a , v

(1)
a ) �#"���<G"¥Ä PR��O!H�<G� Õ � % Õ "J�R� 9a<=�N��� ��OQ� O(ε2) O~:=� 

$ ����PB�EÎf"$:=�B9�� �����

OQ� ��A�P ���r�8��H �¦����ÅR� ���������¦��HQº���H�:Ã�B�C� :G<���H�º���:G�«���ÑO � O~�rH���ÄÇ"�:Gº�<=�ª��:=ÅR�#"$<�A#"$H����NÄ ����FDH�� ��9��
�#"$��� φ(0) �

?)"$�À9 PR������FDH���������H����1����9 PR�����1OQ� ��A�P ���6<GH�:����«�������3Ä ����� �1� ��9�� <G<=�3KM9 :�� ���Q��H�����OQ�����
��:G"$ÅR��PR�«��:=FEH��$�R���r����<G<=�r��PR�«���ÑFDH;� PR���;� "w��<GH��B9 �aÅ$����������������PRº�<=S�OQ��� × � <;"w9�PROQOQ����9 �r�#"$�
��9 ��:=����<;"Ñ�#"$����:G�¦��:Ã�R����ÅR�������ª����<;"r�E:=��� �����ªA�PR��: $ PR���¹"$<=����PRH��É<;"NÄ PR��OQ�¦�;� H����ª����9�P$O~�8PR��:Ã��:=PR�Õ Ï �;� !a��<=O~A�PR<=�H$ 
À9¹A#"$FDH��0��:=�$�J"$HÁ���($�>

[
va

(1)

−ua
(1)

]
=

[
∂xψ + ∂yπ
∂yψ − ∂xπ

]

?)"$�Ñ�����#��:Ã��:GP$�Á��� (ua
(1), va

(1), ρa
(1)) >

vax
(1) − uay

(1) = −ρaz
(1) = −(p− φ(0) − ε φ(1))z2

:A� ���
∇2D

2ψ = −(p− φ(0) − ε φ(1))z2



´ �¨¿]�<�8¾<08¿ ��� ¿]È �D®¯¬����¨¿ � " ¿43²®¯� �#¼$® ���8���É¾ �J�5�8�¨� � �Ç�­¿D�¯® � ¿ � $w�7�8È18­��� �#�Ç�9�8� �408¿ ¼
�­¿E¾�3 �#¾ ®¯� ¿E�~È �D®¯¬����¨¿E� �@�

Ï¥����<GH�� ��<A� ��FDH#"���:GPR�n����9 PR����:G�DH�:Ã������P$������>

uax
(1) + vay

(1) = −wz
(1)

:A� ���
∇2D

2π = −wz
(1)

L¥:G����: ��<;"
��� 9¹A�����9¹A��!��� (ua
(1), va

(1)) ���3�E:G������
À��� ��PRH������0<G����CE�«��S�OQ�0��H�:Ã�$"��D�w>
{

∇2D
2ψ = −ρaz

(1)

∇2D
2π = −wz

(1)
3 Õ � % Ô <

P�� w(1) ������9�"$<G9 H�<G��� ��������P$<=��"$���Ñ<A� ��FDH#"���:GPR�1PROQ��ÅR"6>

∇h
2w(1) + Λ2w(1)

zz = −2Λ2~∇h. ~Q

"J�R��9
~Q =

[
J(φ

(0)
x , φ

(0)
z )

J(φ
(0)
y , φ

(0)
z )

]

I��Á9�P$���#"��=�r��PR��9w��� ��PR��O�"�:G�r<G� �r� :Ã��� ����� �a�%� PR������� % >

(u(1), v(1)) = (−φ(1)
y + u(1)

a , φ(1)
x + v(1)

a )

"J�R��9
(u(1)

a , v(1)
a ) = (∂xπ − ∂yψ, ∂yπ + ∂xψ)

"$:G����:²FDH��w<;"À��� ����:Ã���w�;� PR������� % >

ρ(1) = φ(1)
z + ρ(1)

a

���D®¯¬����¨¿]�#¾ ®J� �8�Ç�J��� Èc¿ �@� �¨��¿�¿E� ε

�!� � ¼�¾ � �¨¿ (ua
(2), va

(2), ρa
(2))

× PRO~OQ�6������9 ����� O~OQ�����J�¦PR�}9�"$<G9 H�<G�6�%� "$º8PR��� ρa
(2) ���}��� ��PR<Ã�$"��D��<O� � FDH#"���:=PR�}��H��À<G"

����� ����:GPR�ÁÅR��P$������PR��A�:=FDH��w��H�����9 PR���ÁPR�������w��� ε �× PRO~OQ��� ��PR���r��"$�N��9 ��:=����<A� ��FDH#"���:GP$�6��H�� (ua
(1) + εua

(2), va
(1) + εva

(2), ρa
(1) + ερa

(2))9�PROQOQ����PRH��Ñ<O� "J�RP$���rÄÇ"$:=�r�8PRH�� (ua
(1), va

(1), ρa
(1)) �#"$���a<O� � FEH�"���:=PR� Õ � % Õ >

ε




va
(1) + ε va

(2)

−ua
(1) − ε ua

(2)

ρa
(1) + ε ρa

(2)


 =




(p− φ(0) − ε φ(1) − ε2 φ(2))x + ε D(1)(u(0)+ε u(1))
Dt

(p− φ(0) − ε φ(1) − ε2 φ(2))y + ε D(1)(v(0)+ε v(1))
Dt

(p− φ(0) − ε φ(1) − ε2 φ(2))z


+O(ε3)

3 Õ � % Ó <
P�� εu(1) = −εφy

(1) + εua
(1) � εv(1) = εφx

(1) + εva
(1)

� � D(1)

Dt
= ∂t + (u(0) + εu(1))∂x + (v(0) + εv(1))∂y + εw(1)∂zL 9 �w��:=�$�J"$H²�@O+��OQ����: ��P$H��Ñ���w9�PR����"$:G����PR�����#"$� p �#:G<²� ������<GH��ÑÄÇ"�9�:G<=�����w���3�R��<=PR���8���

p ��� ε �8PRH��ÑOQ:G� H Ì69 PROQ����� �������w<G"�OQ� ��A�PE���À> p = p(0) + εp(1) + ε2p(2) +O(ε3) �



��� �!¬­� 8É� ®¯� ¿ �

¶B� H���:G<=:G��"��D�
<A� �3Ì ����� ����:GPR� ��� (ua
(1), va

(1), ρa
(1)) ��PR����� �1�#"$��<A� ��FDH#"���:GPR� Õ � % Õ �3��<;"

��� 9�PROQ��P$��:=��:GPR�n���0����PR�ÁPRº���:=�����w>

ε2




va
(2)

−ua
(2)

ρa
(2)


 = ε2




−(p(2) − φ(2))x +DTu
−(p(2) − φ(2))y +DTv
−(p(2) − φ(2))z


 +O(ε3) 3 Õ � % &E<

"J�R��9 DTu = u
(1)
t + u(0)u

(1)
x + u(1)u

(0)
x + v(0)u

(1)
y + v(1)u

(0)
y + w(1)u

(0)
z� � DTv = v

(1)
t + u(0)v

(1)
x + u(1)v

(0)
x + v(0)v

(1)
y + v(1)v

(0)
y + w(1)v

(0)
z§ �0Å$��"$��:=�����Ñ���w<A� ��FDH#"���:GP$� Õ � % &!��PR�����Q>

∇2(p(2) − φ(2)) = ∂xDTu+ ∂yDTv
3 Õ � % '@<

FDH���<O� P$�n������PRH��¥"J�R��90<G� �r9�PR����:=��:GPR���Ñ"�H Ìn<=:GOQ:=��� �ª��H�:=��"$����� ��>
{
∂z(p

(2) − φ(2))(z = 0) = 0
∂z(p

(2) − φ(0))(z = −H) = 0

L 9 � �����^P$�������c� � ε �Ñ<;"}OQ� ��A�P ���yÏL�¡� ����
 5 � ��� � 	 ����� � 9n9J"�� ∂t(u
(1)
x + v

(1)
y ) 6= 09�P$�D����"$:=��� O~� �D�?
 Õ � % Ö P�� ∂t(u

(0)
x + v

(0)
y ) = 0 ��¸M<a�;� ���«�n��<=H����8PR����:Gº�<=�����f�C� "�2���"$��9¹A�:G�

��HÁ9J"$<=9�H�<����w������:=�R� ���Ñ��� O~�8PR��� <G<=���C�
L¥����S��¥"¯�$PR:G�Ñ9�"$<G9 H�<G� DTu �3� Dtv �@PR�Á��� ��H�:=�a��PR��9 (ua

(2), va
(2), ρa

(2)) ��"$�a<O� �jÌ ����� �«K
��:=PR� Õ � % &Q�

��� � ¼�¾ � �¨¿ φ(2)

¶B� �#�²� 9�P$���#"$:=����"��D� φ(0) � φ(1) � (ua
(1), va

(1), ρa
(1)) � � ρa

(2) �¯PR��9�"$<G9 H�<G� φ(2) � ��������PR<=��"$���
<A� ��FDH#"���:GP$�n��H�:Ã�$"��D����>

∇h
2φ(2) + Λ2φ(2)

zz = −(Λ2 − 1)ρa
(2)
z

+Λ2[−(φxx
(0) + φyy

(0))(φzz
(1) + ρaz

(1))

−(φxx
(1) + φyy

(1) + vax
(1) − uay

(1))φzz
(0)

+2φxz
(0)φxz

(1) + 2φyz
(0)φyz

(1) + φxz
(0)(ρax

(1) + vaz
(1))

+φyz
(0)(ρay

(1) − uaz
(1))]

I���9 PR���#"��=�Ñ��PR��9w��� ��PR��O�"�:G�N<=���r�E:=��� ���������;� P$������� Õ >
(u(2), v(2)) = (−φ(2)

y + u(2)
a , φ(2)

x + v(2)
a )

"$:=����:²FDH��0<;"
��������:=���w�;� PR������� Õ >
ρ(2) = φ(2)

z + ρ(2)
a

 �  % ��- � 4Á- �¨(32!/ � � ��� �N&­& �Ñ46& *ª2 � � (�� � �Á-�& � - � ���	�n2 �D�
��� (�/ �J�N& � ( 2�/ � � �!20&	�¨( *ª(�� � � 2 � �Ñ/��¨(��(�)���

Ø PRH��r"$<G<=PR���¦��2���93��H�� �N��� �ª��:=O
H�<G"���:=PR���¦��"$�����R� ����
!<A� "$:=���Ñ��H6OQP ��S <G� 7 ?¦¶�Î � �N�3��"�K
<GH�����<G"�9J"$��"$9�:Ã���
���À<G"�OQ� ��A�P ���
ÏL� 
6����9 PRH��E��:=��<G�
9¹A�"$O~�]��P$�¹"�<A��¶¦�Y��2��3�J�²��"$�����R� ���J�
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<;" �#"$�«��:=�ÁA�"$H����jK Ä ����FDH�����9��f� ���~����Å$<G:GÅ$�J"$º�<=�6�#"$��� 7 ?¦¶�Î >B� <G<G�n� ���~9�PROQ�8PR��� ���;� PR�������
:G����� ����� ���;� :G��� ����:=�3K ÅR��"J�E:=���!���
����S���ÄÇ"�:Gº�<=�!"$OQ��<=:=��H����$�8ÅR��������"�<G��OQ������� O~:=��� ���#"$�w" ��H������jK
O~� ����Å$��PR�«����P$��A�:GFDH����EI��QÄÇ"$:Ã�B��PR��9�<O� A�CE�8P$��A�S ����FDH��Ñ<G�Ñ9¹A#"$OQ�À��P$��"$<����«�ª� Å�"$< 
���"w�#"$�«��:=�
º#"$�����wÄ ����FDH�� ��9��0�#"$����9 �w9J"$���

§­"6OQ� ��A�PE����ÏL� � ���w� 9���:Ã���
� �Y<;"$��ÅR"$ÅR�!Ä PR�«����"$�]� �w��������� ���������Q9 PROQO~�
H��yOQPE��H�<G�
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��<=:GOQ:G��� �À<G� ��PR�����������fÄ ��� FEH�����9 �fÄwPRH H��'O
H�<=��:G��<=�n����Ä ��¶B<G<=�Á9 PR����:G����� 
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���D®¯¬����¨¿  1Ð � �8��H ��� ��PR����� ��� ����9 ���ÚK

��"�:G��� � >�"$H Ì PR������� � 0 �3�
1 � º8����PR:G� ��� 9 PR���#"��=�����
(u, v, ρ) 
Q<O� :=������"$�����a��� H�<G�jK
OQ����� 3 O~�3��A�PE��� ��:;"$ÅR��PR�«K
��:=FDH��=< �)
]<A� PR������� 2 �Éº�� ��PR:=�����<=���{9 PR���#" �G����� 
 3 :=���«K
�¹"��D��� ����P 9¹A���� 3 ��PRH�� 9�"$<ÃK
9�H�<G��� <G� � ��� ��:Ã�R��� � ��� O~�8P�K
��� <G<=���8<

� <O� "�O~� <G:GP$��"���:GPR� "�����P$����� �
��"$�ª<O� PR������� 2 �#"$����"$����PR�«� 

<O� P$������� 1 �%� � �����#"$��� �E:G���������
�8PRH��r����� µ PR����º�C1OQP ��� ��� �

� OQ� ��A�PE���V"$������$V9�PROQ��<=�3Ì �
3 ��PRO
º�����HEÌ'9J"�<G9�H�<G����"$���8��<=�

 �����]��PR<=�$��H����]��<=<G:=����:=FEH������
�3��9N<

� 9 PR������"$:G����� �Ñ�EH�O~� ��:GFDH�� �

����® ¬<���¨¿ �­¿]È1���8¿E�É�¨¿ � OQ� ��A�P ������:GOQ��<G�
� OQ� ��A�P ��� "$����<G:G9�"$º�<=� 


<A� "$�#"�<=CE��� ��� ��P$������� �
��� ��<=<G���

� º8����PR:G�Y�;� H��yÅR��"����Y��PRO
º����
������P$������� �6�#"$���~<=�Á����OQ���
"��#� �;� "J�RPR:=�YH���� OQP¯CR� �����
������9 :G���

� ��������� ��� �#"$� ��� 9�P$O~�����
<G"kOQP ��:��#9�"���:=PR� ����<;"t���jK
��:GPE���6��� � Ø ¸«I �#"��Q<G"f�RPR�ÚK
��:G9 :=��� 3 ω = f + ζ

2
+ ... �B9 Ä

��H�� $�� 3 % ( ' Ô <H< ⇒ FDH#"$��� ζ� ����ÅR��"����²�D<;"+> �#"�����:=�Ñ<G�������@>
9�"$<G9 H�<G� ����� H��F� �����wº�:;"�:G��� �

� :=����O¡�8PRH��Q<;" ��"$��:G"���:=PR�}���
f "J�R� 9�<G"À<;"���:=��H����

� <G" OQ� ��A�P ���^���yÄ PR��9 ��:GPR�����
��<GH��0FDH#"$����:=<ÍC{"Á�;� "�H��������
P$�������1���]Ä ����FDH�� ��9�� �f��:�2��jK
��������� �N��� ω = n2π

T
P�� n � ���

H��!������:G���­� � T <G"Ñ�8����:GPE���¦���
<G"
O~P¯C$�������

���D®¯¬����¨¿ �¨¿ �9�8¾­� ®¯� �#¼$® ���8� � OQ� ��A�P ������:GOQ��<G�
� º8����P$:G��������� H6���a��PR����� ����>

H�� 9¹A#"$OQ� "J�R� 9 �$�����J��H��
9¹A#"$OQ�1��"$�����$�����

� OQ� ��A�PE���1��PR��"�����<G:=9J"$º�<G�D

<O� "��#"$<=CE���N���Ñ��PR���������Ñ>R��"$���
<G"����J"�<G:=���$��:G<��;� Ct"}�#"$�1���
��H��1� :=����H���<²��"$���Ñ�R� �D�

� A�CE�8P$��A�S ���Q:GOQ��<G:=9�:Ã���0FEH��Q<G"
��"$����:G�N<=�������N��HQOQPRH��$��OQ�����
�%� � ������"$�["�2�� 9 ��� � ��"$�k<G"
��"$����:G�y��"$��:=��� ⇒ OQ� ��A�PE���
:=�#"$�#"������ � 
o<O� �3��H���� ��� <G"
��� ����P�"$93��:=PR�]��� � Ø ¸«Ii��H���<=�
9¹A�"$O~�1OQ����P � 9¹A���<=<G�

� <=:GOQ:=����� 
 ��� � �R� �D���¡���
OQP¯CR� �����0�EH�<G<G�
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n����9�P$H��E��:G�w<G"6�#"$����:G�Àº#"�������Ä ���jK

FDH�����9��!����<O� � 9�PRH�<=��OQ�����Ñ� �a"$:=����: �jÌE����"�:G���w<G"���"$����:G��A#"$H ���wÄ ����FDH�� ��9���3Ç�#"��r��PRH��«����"$9 ��:GPR�
"J�R� 9!<A� ��9 PRH�<=��OQ�����Ñ��P$��"$< <j����PRH��a"$<=<GPR���NÄÇ"�:G������PRH��Q���a��H��$��������H���<G�w9¹A#"$OQ�����Ú�H
~H ��:G<=:G���
�8PRH��N��� ��������<;"ÀO~�3��A�PE���wÏL�À�#�3�a��PR���a9 ���«�¹"$:=�����Ñ9J"���"$93������:G�«��:GFDH�� �a��PR����������������������� ������H��
<G� � �#Å$H���� � Õ � % 3Ç�«����"���:��#9J"���:GPR� <À�3� Õ � Ö 3Ç"@<C3 �RPR�«��:G9 :=���Á��:=�E:G�����f��"$� f0

<���L��#� �;� "J�$PR:G�~H����
��������Å$:G�¥:=�����«��:=��<G<=�r:GOQ��P$���¹"��D���$����P$H��ªOQ� ����PR��� 
�����P����ª<G������� ��H�<Ã�¹"�������H��N<;"w��� ��PR��"$��9���3Ç9 Ä
�#"$��"$ÅR��"$��A�� % � Õ � Ö <ª� ��H���:G<=:G��P$���NH�������������:GPR�1�����R� �������w<;"!Ä P$��OQ�À>

(τx, τy) =

{ (
τ0 cos(f0t),−τ0 sin(f0t)

) ��: 0 ≤ t ≤ Tf(
0, 0

) ��:G��PR�
P�� Tf = 2π

f0

� f0
���«�N<;"�Ä ����FDH�����9������ × PR��:=PR<G:=�B"$H~9����������¥��H���PRO~"$:=���Ñ� � τ0 � ��������:=��� Å�"$< 


5.10−4 m2.s−2 �R9��ÑFDH�:#9�P$����:=�����r� �~H����$����� 
 10 O ���Ñ<G"���H��«ÄÇ"$9��Ñ���r<G"�O~� �B���r<A� PR�������r���
20 m.s−1 �R¶¦�QPRH��������RH�������<��$�����J������OQP¯CR� �����Ñ����OQ�8PR��� <G<G���DH�<G<=�$�R�8����O~�3�¦���r�C� "�2���"$��9¹A�:G�
���w����PRº�<GS O~� �r<G:=���Ñ"$Hn����"$������PR�«�Ñ�;� ¶ .DO~"$�;�

I�� �CR��w"�:GOQ�!9�P$O~�#"������a<G� ������� ��ÅR:=����:=�����«��:=��<G<=����9J"$<=9�H�<=��� ���#"$�a<G��� 3 O~�3��A�PE��� ��"J�R��9
<A� ��������Å$:G�Ñ:G��� ����:G��<=<G�N����� <G<G�ÑO~"$:G� �@
w<A� :G���«�¹"$�¦����<A� "$����:GOQ:G<G"���:=PR�!������PR������� ���E<A� > � ��"�������� < >r���
<A� ��������Å$:G�À:G��������:G� <G<G�����«�!:=9�:Í:=��9�PR���EH%�­I��y�;� "Á�%� "$H ������9¹A�P$:ÃÌy"$<=PR����FDH��Q����9�P$O~�#"�������9 ���
����PR:G�¥����� ��ÅR:=����:G��������:G� <G<G� �¥� �D��������<=<G� �À>²PR� 9�P$����:=����������"1FDH�����:Í����H ÌYOQ� ��A�PE��������P$���������
��� ����� ��H�<Ã�¹"�������:=O~:=<;"$:=�����r�3����:�2�� �������������
9 ��H Ìf��� ����H����#"��¥<;"Q����P$:G��:=S�OQ�$�@"$<=PR���a<G� �¥��� H Ì
������OQ:GS������rOQ� ��A�P �����Ñ��PR������<=H��)��H��������ÑFDH���<G"!����PR:G��:GS�OQ���

§ ������P$�¹"���:GP$���N��H�:=��"$����� ����PR���¥H ��:G<=:G�������¥>
�

(u, v) ���«�a<=��9¹A#"$OQ�����w�E:Ã��������� �aA�P$��: $ PR���¹"$<=���N��P$�¹"$<=��� 3 A#"$H���� ��º#"$������Ä ��� FEH�����9 ���8<
�

(us, vs)
� ����<G��9¹A#"$OQ�����Ñ�E:=��� �������NA�P$��: $ PR���¹"$<=���¦����<;"w��:=O
H�<;"���:GP$�À��"$�����R� �D� 3Ç�#"�����:=�

º#"������wÄ ��� FDH�����9 �����0<G"
O~�3��A�PE���w���w��P$H�������"$93��:GP$� <
�

(ū, v̄) �����É<G��9¹A#"$OQ�!�����E:=�����������)A�PR��:�$�PR����"$<G� �­OQP¯CR� ������� �Í��H��ÉH����ª�8����:=P ����:=�����«��:=��<G<=�
3 �#"$����:G��º#"�������Ä ����FDH�����9��!���0<G"
O~�3��A�PE�������wOQP¯CR�������=<

�
(u1, v1)

� � (u2, v2)
��P$�D���������8��93��:Ã�R��OQ������<G� �B�#"$����:G� �Bº#"$������Ä ����FDH�� ��9���
�<A� PR������� 1 � �

2 9�"$<G9 H�<G� ���¦�#"$�B<G"wOQ� ��A�PE���ÑÏL� 3 O � O~� �B��P$�¹"���:GP$���B��OQ��<GP¯C$������FDH��Ñ�#"$����<;"���"$����:G�Õ � Õ <
I�����P����w��Å�"�<G��OQ������>
�
EI1 = 1

2

[
(u − us)

2 + (v − vs)
2
] <O� � ������ÅR:G�0:G��������:G� <G<G��9�"$<G9 H�<G� �!�#"��a<G"~OQ� ��A�P �������

��PRH�������"$93��:=PR�
�
EI2 = 1

2

[
(u − ū)2 + (v − v̄)2

] <O� � ������ÅR:G�Q:G��� ����:G��<=<G�À9�"$<G9 H�<G� �~�#"��!<;"1OQ� ��A�P ���~���
OQP¯CR�������

�
EI3 = 1

2

[
(u− u2)

2 + (v− v2)
2
] <A� ����� ��ÅR:=�¥:G��������:G� <G<G��9J"�<G9�H�<G���¥�#"$�N<G"!O~�3��A�PE����Ï��


À<A� PR������� 2�
EI4 = 1

2

[
(u− u1)

2 + (v− v1)
2
] <A� ����� ��ÅR:=�¥:G��������:G� <G<G��9J"�<G9�H�<G���¥�#"$�N<G"!O~�3��A�PE����Ï��


À<A� PR������� 1§ �����#ÅRH������ Õ � Ó � � Õ � &c��PR���n�����n9�"$�������6���]<A� ����� ��ÅR:=�f:=�����«��:G� <G<=�Á9�"$<G9 H�<G� �f�#"���<G� � 4OQ� ��A�P ��� � 
 t = 10Tf
���3� z = 0 � � −200 O(��§ ������ÅRH���� � Õ � '
� � Õ � (!������������������� �D���#FDH#"$���


r��<=<G��� ��<O� � ������ÅR:G�Í:=�����«��:=��<G<=�)OQP¯CR���������¦A�PR��: $ PR���¹"$<=��OQ����� 9J"�<G9�H�<G���)�#"$� <G� � 4 O~�3��A�PE��� �¨"$:G����:
FDH��Q<G���w��:�2�� ��� �D�����09�PR����� <;"���:GPR���¥���#"���:;"$<=����� �D�����Q<G� � 4 �MCE�8���0�;� � ������ÅR:G���¨§¨"Á��:=O~:=�DH���:=PR�
�#"$����<=����� O~���Ñ���w<O� � ������ÅR:G��:=�����«��:=��<G<=�¥� ���a�3Ì ��<G:=FDH����w�#"$����<G"
�#"$�«��:G� Ö � , �

L¥H^�EH{����9�� � 4 �#ÅRH��������­PR�c���{��� ��H�:Ã�!FDH��03 % <����{ÅR� ������"$< � <=����FEH�"��������!OQ� ��A�PE�����
��PR���������r��� �ª������H�<=�¹"����ª����<G"���:Ã�R��OQ��������:=O~:=<;"$:=����� 3Ç9�P$����� <;"���:GPR����Å$����� ��"$<=��OQ�����ª��H��8����:=��H������
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. 3 Ö � &�<

Ò ADH�� w ��:G��� 9 ��<=Cy�����8�������ÀPR�^��A�����:=O~�Q� �$PR<GH ��:GP$�^P$Ä un
"$��� vn

"$����:G�^��"$����:G9�H�<;"$�0P$Ä
��A�� :G�w����"���:G"$<BA�� ������PRÅR������:=�MC�� µ � ��H�<Ã���0P$Äª��A��~������9 ����:=��Åf����93��:GP$�cA#"J�$����A�P
�Ñ�c��A#"��0��:=O~�
"$���6���#"���:;"$<@9¹A#"$��"$9 ������:G����:G9 �NP$Ä¨"!Å$:=�R� �6º#"$��P 9 <G:=��:G9ÑOQP ������� ��� �����rPR����A�� µ PR����º�C6��"$��:GH��
P$ÄB���3Ä PR��O~"���:GPR�Á"$����PE9�:;"������Á��P���A�:=�aOQPE���0"$���fÄ PR<=<GP �t��A���"$�#"$<ÃCD��:G9�"$< ��P$<GH���:GPR���ÑP$ÄM�w<=��:=�
� �
"$<A� 3 Õ = = , º < �­Âa���~P$Är��A�������������H�<=���!����P¯� :=�����
"$�^�jÌ���<;"$�#"���:GP$�cÄ PR�w��A���"$���8�J"$��"$��9 �6P$Ä
��A����
��P~O~"�Ì :GO~"!P$Ä 〈w2〉 ��A#"��Ñ:=�r�H.�� ��9¹A���� º8��<GP �
�

� H����0"�Ä �����¥��A�� �Ñ:=��� ��H�<=���D3 t′ = 0 <3��:=�����«��:G"$< �R��<=P 9 :=��:G���¥"$����$ PR�#"$<���A�PR��:�$�PR���¹"�<G<=C1A�P�K
O~P$ÅR����� PRH��Ñ"$���Á����"$���8��� �Ñ:=��A�:G�6��A��wO~: Ì ���1<;"JCR� �C� Ò A�:=�Ñ<G�J"����N��P

{u, v}(t′ = 0) =
∑

n

{un0, 0}Fn(z),

�Ñ:=��A un0 x
"$��� y KM:=����� ��� ���������C�)LN�À��A�PR���!��:GOQ�~"�Ä ��� �!��A�� �Ñ:G���{��H�<G���03 t′ << 2π/f <3���:G����� ����:GPR�YOQ��9¹A#"$��:G��OQ��A#"J�R�Q��P$� ��PR��.$���yCR�3�J�¨��Pn��A��~"�O~��<=:=��H����
P$Ä���A��Q:=�����«��:G"$<É�$��<GP�K

9�:Ã��:G� ��:=���«��:=<G<BA�PROQPRÅR� ����P$H����¨º�H�����A�� :G�0��A#"$���6� �$PR<=�$���À"����^:=������<;"������y��Pf��A��~�$PR����:G9 :=�MCE�× PR������FDH�������<=CR�#��A��w��PR<=H���:=PR�1"�����A�P$���r��:=O~��9�"$�1º�� �Ñ��:=�������

{u, v}(t′) =
∑

n

un0{cos(f +
ζ

2
)t′,

−sin(f +
ζ

2
)t′}Fn(z). 3 Ö � '@<

¶BFEH�"���:=PR�13 Ö � &E<ª9�P$O
º�:G����� �Ñ:=��A 3 Ö � '@<ªÅR:=�$���

wn = −t
′|∇ � ζ|

2
sin((f +

ζ

2
)t′ + α)un0,

3 Ö � (E<
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∂x
, ∂ζ

∂y
) = |∇ � ζ|(cosα, sinα) � �¸M����������:G��ÅG3 Ö � (@<0:=�D��P 3 Ö � Õ <0��A�P �Ñ�
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��A�PR���!��:GOQ�6"�Ä �����0��A�� �Ñ:=���{��H�<G�����É��A��1"$OÀK

��<=:=��H����~P�ÄN��A��Q��P$��"$<B�R� ����:=9J"$<¦�R� <GPE9�:Ã�MCc:=������<G"���� �c��PÁ��A���A�PR��:�$�PR����"$<B�RPR�«��:G9 :=�MCYÅR��"$��:=�����
"$���~:G��9 ����"$��� ��<=:G����"$��<ÃC �Ñ:=��AQ��:GOQ���R¸M�Q��A#"��ª9�"$����� "�<G<#9���PR���ÚKM9 PR������<;"���:GP$����� 〈wnwm〉 :=� 3 Ö � Ó <
"$���À��PR� K $�����PB� Ò A������ ��H�<Ã��:=��Ån�R���«��:=9J"$<Í�«����H�9 ��H����QP$Ä 〈w2〉 "��w��A�PR�«����:GOQ�À"�Ä ��������A�� �Ñ:G���
��H�<=���
:=�¥������������� �������cº�Cf��A��
��P$�������EKM�#"$��A����Y9 H����$�ÀPR� �#ÅB� Ö � % % " �ÑA�� ������Ä PR�a��A��À��"�.$�ÀP$Ä
��:=O~��<G:G9 :=�MC
��A���ÄÇ"$93��PR��P$Ä un0
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������H�93��H����
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��H��«�w"�Ä �����a��A��
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w1

��"$<Ã��A�PRH�ÅRA �«��:=<G<r:G��9�����"$��:=��Åy<G:G���J"$��<=C �Ñ:Ã��A ��:GOQ�$�)��A�PRH�<G� º8�f��P^OQPR���19�P$����� <;"������ ��P
��A��6��P$��"$<ª�RP$����:=9�:Ã�MC{ÅR��"$��:G� ���J�#��<=�²�Íº�H �À��P ��A��6�$PR����:G9 :=�MC{Å$��"$��:=�����
����H���9�"���� � ��Py"$�À��P
���3�¹"$:=�kP$��<=C'��9J"$<=���Á<;"$��ÅR���6��A#"$� l1 = r1

√
2πft ��I��t��A��yP$��A����ÁA#"$���k"$<G<���A��yA�:GÅRA����

OQP ���19 PRO~�8PR��� �����Q��A�PRH�<G� ����:=<G<Ñ"�����A#"��Q��:GOQ�6�R� ��:ÃÄ C 3 Ö � (@<�� Ò A�:G�QO~��"$������A#"�� w1
A#"$�

��P �k"����#"���:G"$<8A�� ������P$ÅR����� :=�MC~��:=ÅR��:���9J"$����<ÃC���:�2����������ªÄ ��PRO wn
3 Ä PR� n ≥ 1 <�"$������A�� ���3Ä PR���

〈w1wn〉 ≈ 0 �Ñ:=��A n ≥ 2 � Ò A���� 〈w2〉 :G�6��A#"���9J"$���w9J"$�Áº�� �Ñ��:=�������Á"$�

〈w2〉 ≈ 〈w2
1〉

[ ∫

z

F1dz
]2

+

〈
[∑

n≥2

wn

∫ 0

z

Fndz
′
]2

〉. 3 Ö � %�= <

Âa��:G��Å~:G� 3 Ö � % = < wn = auno
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~9�� H Ì����

§ ���n�3� Ø :=:G<G� � 3 % ( ( '@<0��H��À<;" >39¹A���OQ:G��� �6:G��������:G� <G<G�E>1>É��P$H��
��HEÌ��)<G���
"$����:G93CE<GPR��� �D3Ç��"$���
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Ä PR����� H�������<A� ��������Å$:G�À:G��������:G� <G<G�0ÅR� ���������Q���y��H��«ÄÇ"$9����#"$��<=�
�R� �D�C� Ls<A� "$:G���!�;� H��yOQPE��S�<=�
"$H Ì���FDH#"���:GP$��������:GOQ:=��:Ã�R� ���#:G<=�aP$º���� ���R� ���wH�� O�" Ì�:=O
H�O �;� ��������Å$:G�!:=�����«��:=��<G<=�w���]��H�º���H��«K
ÄÇ"$9�����"$���r<G� �N��� ÅR:GP$���r"$����:=9 CE9�<=PR��:=FEH����NO~"$:G�ª����Ä PRH�����:G���������Ñ�#"��r�;� �jÌ ��<G:=9J"���:GPR�~��A�C ��:GFDH��

!9��¥��A�����PRO~S ������§ �����#ÅRH������ Ö � Õ &B3�"@<B� � Ö � Õ &B3Çº <¦�3ÌE����"$:=����������§ �����3� Ø :=:G<=����3 % ( ( '@<���PR���
����S��Ñ��� ����� O
º�<G"$��������
À��P$����� �#ÅRH���� Ö � % (+
 t � 9 �8����:=P �����Ñ:G��� ����:G��<=<G� �C�

¶¦�k9�PR��9�<GH���:GP$�²�Ñ<A� "$���#"$��:=��:GPR���%� H��[O�"�Ì :=O
H�O �%� � ������ÅR:G�y:G��� ����:G��<=<G�]� �[��H�º���H���ÄÇ"$9 �$�
�R� ��� Õ = = O ��������P�Ä PR����� H������#"����¦<G���¦����ÅR:=PR���B���Ñ�RPR�«��:=9�:=���r����ÅR"���:Ã�R�Ñ���«��� R�"$HQ��� ��A#"$��"$ÅR�
"$���#"���"$:=����"��D�Q"�����S �QFDH�� <GFDH�� �~�8����:GPE�����À:=�����«��:G� <G<=���!� �������1<=���ÀOQP ��� �Àº#"$��P 9 <G:G�����
º#"��Q�3�
��<=� �R� �C�B?­PRH���<G����O � O~� �!��"$:G��PR�����­:G<�"$���#"$��" �G����Å�"$<=��OQ�����
H��{O�" Ì�:=O
H�O ������H�º���H���ÄÇ"�9��
�#"$����<G� �!��� ÅR:GP$���������RPR�«��:=9�:=���~�8PR��:=��:Ã�R���­O~"$:=��9 ��<GH�:ÃKM9 :B���«�Àº�:G� �{OQPR:G���w� ������ÅR� ��:GFDH��69�"$�
H����wÅR��"$�����w�#"$�«��:=�������ÑOQP ��� �rº#"$��P 9 <G:G�����rPR���rÄ H�: 9 ��������Å$:GPR��� 3 9 Ä	�#ÅRH���� Ö � Õ$Ô <��
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�����a��PRH���º�:G<=<GPR���#3 <G:=ÅR�����Ñ��PR<G:=�����¥"¯�$��9
��� �69J"$����� �8<~�3�6���'����A�PR���6��� ����PRH���º�:=<G<GP$���,3Ç�8PR:G����:=<G<=����"J�R� 9]�����n9 ����9�<G� �8<���PRH�� 3�"E<QH��
��P$H���º�:=<G<=PR�]9 CE9 <GPR��:=FDH��À��H�º ����P$��:G9�"$< � 3 º <¥H��Y��PRH���º�:=<G<GP$� "$����:=9 CE9�<=PR��:GFDH��À��H�º�����PR��:=9J"$<��M3 9=<
H��1��PRH���º�:=<G<GP$�6"$����:=9 CE9�<=PR��:=FEH���9J"$<=:=Ä PR����:G� �6� �#3Ç� <rH��1��PRH���º�:G<=<GPR�n"��D��:G93C 9 <GPR��:GFDH�����Hf·wH�<=Ä7 �����J"�O,�D§¨"0�$PR����:G9 :=���Ñ����<;"���:=�$�Ñ��PRH���<=����FEH�"������a9�"$�ª� ������Å�"$<=��OQ��������������:=��������Ù):=ÅRH����r��:G��� �
���0§ ���w� � Ø :G:G<=���L3 % ( ( '@<��
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��+ ��+/* � 587W=@J(NCL>B 7K?AJ,5
§ � "$�«��:G9 <G�¥Ï�"$��:=PRH Ì~� �Ñ"�<A�%3 Õ = = &E<���� 9���:=�r�3�r�3Ì ��<=:GFDH���<O� "$���#"$��:Ã��:=PR�~��� 2 O~"�Ì :GO~"0���¥<;"

��"$��:G"$��9��ª�����Í�E:=�����������B�$������:G9�"$<G� �B:G��� ����:=��<=<G��� � <A� H��
�R� ��� % = = O ���r����P�Ä PR����� H����R<O� "�H������ª�R� ���
% & = = O(�@?)"$�«�¹"$���a��Hf�«C �«��S O~���;� � FDH#"���:=PR��������"�:=������"$����<=��:G�1�3� Ò ��� ÅRH�:G� �J3 % ( ( Ô "@<3�#��P$H��
��� �$��<=PR���8PR���w:G9 :)H��Y9J"�<G9�H�<Í9�PR��9������#"$���0<G�
O~"�Ì :GO!H�O 
 %�= = O���9J"$� ��H����À�#"$��<G� ��OQP ��� �
��<=� �R� �C� × � <GH�: KM9�:�:G����:GFDH��6FDH��n<=���
�E:=�����������À�R� ����:G9J"�<G���!:G��� ����:=��<=<G��������� ��� �D�������~H����n�#"$�«��:=�
O~P¯C$������� 3 ��PR�oPR��9 :G<=<;"���PR:G���=<�� × �Y��� ��H�<Ã�¹"��1� ���Á:G��������� ����"$����9�"$�n9�� �n� :Ã��� ����� �Á�$���«��:G9�"$<G� �
�RPR��������"���:=����:GFDH���OQ�����Ñ�#"����a<=��O � O~�¥�������aFDH��0<G� �N� :Ã��� ����� ���$���«��:G9�"$<G� �ÑO~� ��PE��9¹A�� <G<G� �C�

��+ ��+ - �.J,G/L�7K?/J,5 E,5>E,G ��7K?�
�L>1
µ H�º8��������� :G��� � µ PRº8���«���F3 % ( ' Ó <¨� ��H���:G� ���¦<;"¥��:=���8������:GP$�À�;� P$�������B:=�����«��:=��<G<=���­�#"$�ÍH������3�

ÅR��P$������PR��A�:=FDH����Í¸M<=�
9�P$������"���� �D�QH�� "$������P$Ä P$����:G����� O~� �D�,3 ���3����� 9�:=����� O~� ��� <!��CE�«����O~"���:GFDH��
���w<;"
9 PRH�9¹A��0����OQ��<;"���ÅR���#"����Ñ<G���r����ÅR:=PR���r�����$PR����:G9�:Ã��������Å�"���:=�$�?3 ��P$��:=��:=�$�=<�� Ò P$H����3Ä PR:G� �
��<G��:=�n� � Ò ����Å$H�:G� �#3 % ( ( Ô "@<ª����OQPR�����������J�#��"$����<G��9J"����%� H���O~PE��S <G� 7 A#"�<G<GP � �^"���� ���#FDH��
9��3����2�� ��� ����� R0
�<A� "$º�������9 �(3Ç��PR����H�����:��#� �=<a�;� H��]������OQ�!��PR� KM<=:G����"$:G���w���
<G� H��¥� FDH#"���:=PR�
��H1O~P$O~� �D�C��¶B�19�PR�������«��"$������PRH��r<=���N��� ��OQ���r��P$� KM<=:G����"$:G�������E9��3����2�� �Ñ�;� ���«�a��<GH��ª�E:=��:Gº�<G���Ø PRH������ O~P$�D����PR���0:=9�:BFDH��Q��:�� �#"$���0<G��9J"����;� H����Q��:=���8������:GPR�y�DH�<G<=�(3 g′ = 0 <3� <;"n9 PRH�9¹A��
���ÀOQ��<;"���ÅR�!P$��9�:=<G<=�
"$H���PRH������À��"n��PR��:=��:GPR�]�%� � FEH�:G<G:=º�������:=<)�;� ���y���«�w�#"$�����ÀO+��OQ�
���À<G"
�E:=��� �����Á�$������:G9�"$<G� w = −dh

dt
= −∂h

∂t
− ~u.~∇h >¦9�� <G<G�jKM9 :r����� ���������fH����Á�#"$�«��:=�ÁOQP¯CR� �����

��P$��:=��:=�$���#"$���Ñ<G� �r��� ÅR:GPR���r�����RPR�«��:G9 :=��������Å�"���:=�$�$�#�3�a:=���R������� O~� �D�C�
Ø PRH��1������������PR���Á<=�]��CE�«��S�OQ�Y�;� ��FDH#"���:GPR���1�3��H���:=�]�#"$�D��<=��:G�'�3� Ò ����ÅRH�:G��� 3 % ( ( Ô "@<��× � � ����H���OQPE��S�<=� 7 A#"$<=<GP � �{"������-
wH�����9�PRH�9¹A��a�3�ª��� O~:=�rFDH�:@�������������������a<;"�����PR�#"$Å�"���:GP$�

�;� PR����� �0:=�����«��:=��<G<=����"�Hy����:=�y�%� H��6��� �0º#"���P$����PR�8�ÀÅR��P$������PR��A�:=FDH���PR��:=�������À����<GP$�y<O� " Ì��À�����
CR� ��3;Ì < � 7 H���H��{��<;"�� K f � ��"$����<G�Q9J"$���;� H�������:=���8������:GP$�^�DH�<G<=�$� <=�~�«C �«��S O~�6�%� � FEH�"���:=PR���
��� �E:=�����w�#"$������"��R� ����:=PR�y"$��:=O~� ����:=PR���#"$<=:G����� 3Ç���À�����8PR�«�����L
6<A� "$����:G9�<=�#��<=��:G�f� � Ò ��� ÅRH�:G� �
3 % ( ( Ô "@<��8PRH��r<O� "���:GOQ������:GPR���#"$<G:=��"���:GPR� <r>

∂u

∂t
− v + εu

∂u

∂x
= 0

∂v

∂t
+ ω2u+ εu

∂v

∂x
= 0

∂h

∂t
+ ε

∂(hu)

∂x
= 0

P�� ω2(x) = 1 + ζ(x)
f

�3� ε ���«�1<G����PRO
º����]��� µ PR����º�C'"$����PE9�:=�]"$H Ì�PR����� �6:G��������:G� <G<G� �C�
I��]��P$��� w = −dh

dt
<G"Q�E:=���������
�R� ����:=9J"$<=�
"$����PE9�:=���À"$HEÌfP$��������:=�����«��:=��<G<=�����@§¨� ��9�P$����:=��:GPR���

:G��:Ã��:G"$<G� ����PR��� (u, v, h, w) = (0, 1, 1, 0) �× A#"$FDH��À��"$��:G"$º�<G� φ ���«�0"$<GPR�������3�R��<=PR���8������� Ä PR��9 ��:=PR� ��HY�8� ��:Ã���#"$��"$OQS ����� ε > φ =
φ0 + εφ1 + ε2φ2 + ...§­"À��PR<GH���:GPR�D
�<A� PR�������L$ ����P~� ���

(u0, v0, h0, w0) = (sin(ωt)/ω, cos(ωt), 1, 0)
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��<G��:=�n� � Ò ����Å$H�:G� �#3 % ( ( Ô "@<�OQPR������� ���ÑFEH��

h1 = − t

ω2

∂ω

∂x
sin(ωt) − 2

∂ω

∂x

(cos(ωt) − 1)

ω3

u1 =
t

2ω3

∂ω

∂x
� �����Ñ������O~� �ÑPR��9 :G<G<G"���P$:G��� �

¸M<R� ���É"$<GP$����ÄÇ"$9 :G<=�)���BOQPR��������� FDH���3Ç9 ��<;"N�%� "r�#"$� �3���BÄÇ"$:Ã�²�#"$��� �w<=��:=��� � Ò ����Å$H�:G� �-3 % ( ( Ô "@<H<¨>

w2 = −dh2

dt
= −∂h2

∂t
− u0

∂h1

∂x
=
∂u1

∂x
+ h1

∂u0

∂x

w2 = − 2t

ω4
(
∂ω

∂x
)2 +

t

2ω3

∂2ω

∂x2

� ��� �r������O~� �ÑPR��9 :G<G<G"���P$:G��� � 3 Ö � Õ = <
7 :N<=�6��PRO
º����6��� µ PR����º�C}"$����PE9�:G�1"�H���� ��º#"$��P$����PR�8�6���«����H����8PR���1ÄÇ"�:Gº�<=� 3 :A� ��� εm =

ζ
f
� 1 <j�D"$<GPR���¦<G�Ñ����� O~:=���Í������OQ����H�OQ��O
º����Ñ��������PR:Ã���Ñ����<A� ��FDH#"���:GPR� Ö � Õ = ���«�ª:=��Ä ����:G��H����

�;� H��ÁPR�������w��� εm "$HÁ��� 9�PR���Á��� ��OQ���#Ï�"����Ñ9��09J"$� �#PR�1��� H�����9���:G���

w̄2 '
t

2ω3

∂2ω

∂x2
' t

2
∆ζ 3 Ö � Õ % <

P�� w̄2
��������������������<;"
�#"�����:=����PR� K PR��9 :G<=<;"���PR:G���a��� w2

�
3 Ö � Õ % <�:G����:=FDH��ÀFDH�� w̄2

� ���w�8PR��:Ã��:ÃÄ¦�#"$���w<G� ����� ÅR:GPR����P��Y<G�
<G"$��<G"$9�:=���]���À<G"��RPR�«��:=9�:=���
���«����PR��:=��:=Ä 3ÇFDH�:@9�P$����� ���8PR����� ���N"$������PJÌ :GO~"���:Ã�R� O~� �D��"�H Ì���� ÅR:GP$���B���r�RPR�«��:=9�:=���r����ÅR"���:Ã�R�=<j�
� ��:=�D�$��������OQ�����C�@?)"$�Ñ9�P$����� FEH������J� w̄2

��"À�#"$����<=��O+��OQ���������aFDH��w<G� �N�E:=��� �������Ñ�R���«��:=9J"$<=���
OQ����PE��9¹A���<G<=���Q>¨���^��2��3�J�	!¥"�.E:=O.� �!"$<O�-3 Õ = = Õ <�����OQPR�����������!FDH;� ���^��:=��H#"���:GPR�Y����Ä ��PR����P�K
ÅR� ��S����$�8<G���r�E:=�������������R� ����:=9J"$<=��� �w· ��PR���a���¹"���:G�«��:=FEH���OQ��������PR��:=��:=�R� �Ñ�#"$����<G� �a����ÅR:=PR���Ñ���
�RP$����:=9�:Ã������� Å�"���:Ã�R�+3 � ��:G���R� ������OQ����� < �Ø PRH�����"$���8��<=PR���BFDH��Ñ��PRH���"J�RP$���¦����ÅR<=:GÅR�ª:G9�:�<;"���:=���8������:GPR�(3 g′ = 0 < ��?)"$�¦9 PR����� FDH������J�
9��09J"�<G9�H�< �C� "$����<=:GFDH��w������������:G��<=<G� O~� �D�a"$HÁOQP ��� �Ñ��<G�3�R� ���8��PRH���<=����FEH���<G��<;"À��:=���8������:GP$��� ���
ÄÇ"$:=º�<G��� Ø �J"$��OQPR:=�����$"$H�º�PRH �B�;� H���9����«�¹"$:=�À����OQ��� �R9�� �BO~PE�����Í�$PR���M�#��:=�Í�#"$�B���r����PR��"$ÅR��� �
� ��H�������CE�#"$OQ:GFDH��Ñ��P$H���
�ÄÇ"$:Ã�¦��:�2��������������$"w�������������¥<=������<G"$:G� �R<G:=O~:Ã�¹"$���B<G"w9 ��PR:=����"$��9��a���
<;"r�E:=���������ª�R� ����:G9J"�<G� w2

3Ç��"$���ÍFDH�PR:�� 9���<=<G�jKM9�:E"$H�ÅRO~� ��������"$:=�­:=����������:GOQ����� < ��?ÉPRH��É<G� �)OQP ��� �
º#"$� ����������PR��"$ÅR�J"��D�N��"$��:=����OQ������� :=<����«�r����PRº#"$º�<=�¥FDH���<O� PR����������PRH��R����"$�N����9 PR������<G"���:=PR�
��������� w̄2

�3��<;"!�RP$����:=9�:Ã����PRH1��P$��<G"$��<;"�9�:G� �;�
���#®¯¿�� Ï�"$���B<O� "$�«��:=9�<G��Ï�"$��:GPRH Ì!� �M�w<=��:=�D3 Õ = = &E<­����������������"$HÀ9¹A�"$��:=����� , �$PR�À��H����8PR���

FDH�� Bu = 0(1) ��:A� ��� PR�y�C� :G����� ��� �����?
Á<G"6�#"$�«��:G����Hy���8��93�����~��� � Ø ¸«I ��PR���0<G� �0� 9¹A���<=<G� �
"$����PE9�:G� ���0��PR���0����P 9¹A�� ����Hc��"¯C$PR�^���Q��� Ä PR��O�"���:GPR�%�²Ï�"$����<=�À9J"$<=9�H�<Í���������������~9�: KM��� ����H����
PR��"Á��H�����PR��� g′ = 0 �­:A� ��� Bu = (Rn/L)2 � 1 �É?ÉPRH���H��{OQP ������PR����� 3 ������"¯C$PR�����
���3Ä PR��O~"���:=PR� Rn

<j� 9 ��<;"���� �E:=������
!��� :=�D����������������

<G"��#"$�«��:=�¥��H6����� 9 ��������� <G<=�aFDH�� L� Rn
�

¶Í�¹"$������PR�����
<G"QÄ PR��O~����H ���8��93�����
��H <;"���<;"$9 :G� �f����<;"~�$PR����:G9�:Ã���?3Ç�������������¹"$���0º8�J"$H�9 PRH��
�;� ����� ��ÅR:=�N"$HEÌ0���3��:=�����É��9¹A�� <G<G� �8<j��9 �ª9J"�<G9�H�<EO~"$��9¹A�����"a�;� "$H���"$���ÍOQ:G��HEÌwFDH��N<A� PR�0�C� :G����� ��� �����
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<;"���P$O~OQ�r����<A� ����� ��ÅR:=�r9�:G��� ��:=FDH��aA�PR��:�$�PR���¹"�<G�N�3�ª����<A� ��������Å$:G�r�8P$��� �D��:G� <G<G�r��:G���8PR��:=º�<G����I��
���~������H�:=��<A� �3Ì :G�«������9��¥�%� H��Q����"$����Ä � ���ªPR��9 :G<G<G"���P$:G�������aÄ ����FDH�� ��9�� f � �D�����a9���������HEÌ�Ä PR��O~� �
�;� ����� ��ÅR:=���

§ � �3Ì ��<=:G9�"���:=PR�{���n9 �6����"�����Ä � ���À������:=���n�#"$���À<A� �3Ì :G�«������9��n�;� H��}ÅR��"���:G� �D�
O~� ��:G��:G���^���
��������:=���rO~P¯C$��������� 7 H����8PR��P$���¦����ÅR<=:GÅR��"$º�<=���)<=���Í��"$��:;"���:GPR���É��� <GPR�
Ì��RPR���8��H�����PR��9r��9���:G����>
ρtot(y, z) = ρ̄(z)+ρ′(y, z) "¯�$��9 ρ′ �DH�<=<G�r"�H~9 ������������H~��P$O�"$:=���
3 ��PR��9 ρ′ > 0 "$HQ��PR����� �
ρ′ < 0 "$H���H��~��P$H��BH������ �¦�R� ����<A� �����8<��DI���ÄÇ"$:=�Í<A� "$������P¯Ì :=O�"���:GPR���#"$���¦H��Q������OQ:G���Í����OQ���
FDH���<O� � ������ÅR:G��:G��������:G� <G<G�!�����!9�PR��9�������������� ��A�PROQPRÅRS����~�#"�����<G"Á����ÅR:=PR� [y = −L/2, y =
L/2] P�� L ���«�6<A� �3ÌE��������:GPR� O~� ��:=��:G� �����1��H �$�����N� × � �����fA�CE�8P$��A�S ���]� ���Q����S���Å$��PR����:GS ���
O�"�:G����"f��PRH������ ��OQ� �������~����9 PROQ����� �������~<;"Á��A�C ��:GFDH��6�����
PR��9�:=<G<;"���:GP$�����E:G��:=º�<G� ����H��!<G"
�#ÅRH���� Ö � Ö % 3Ç"@<���§M� �jÌ ��<G:=9J"���:GPR�ÁFDH�:)��H�:=�¥������������������������� ����H���<=����9¹A���O~" Ö � Ö�Õ � 7 H����8PR��PR���
FDH;� 
 t = n �8����:GPE������:G��������:G� <G<G� ��3�?	� ¸8� <C3 P����~���«�ªH��~������:=��� <3�D<G� �¦�E:Ã��������� �N:G��� ����:G��<=<G� �Í��PR:=�����
$�PR��"$<G� �D3 �$PR:G� �#ÅRH���� Ö � Ö�Õ 3�"E<H<3�É"$<=PR��� 
 t = n + 0.25 ?I� ¸8�=�)��<G<=������PR���ÀPR��:G� �D����� �!�R� ����<G�
��H��G3 �#"$���¥<A� A���OQ:G����A�S���� Ø PR��� < ��?BH�:=��FDH����²A�PR�������
<G"~��� ÅR:GP$� [y = −L/2, y = L/2] �8<G� ��E:=��� �������¦:G��� ����:G��<=<G� �)��P$�D�¦�DH�<=<G� ���$�����¦O~P$H��R� O~� �D���¦���r9�PR���$����Å$����9 �a�3�¦���r��:=�$����ÅR����9 �r�RPR���
"$���#"���"��=������"$H]��PR��� �3�w"$H]��H�� ���
9 � �����
��� ÅR:GP$�²��� ��ÅR� ������"��D���������E:=�������������$���«��:G9�"$<G� �C�8L
t = n+0.25 ?I� ¸8�Ã�$PR�À"�H���"������)�E:Ã��������� �Í�R���«��:=9J"$<=���)����Å�"���:=�$���Í"�H
��H��À�3�Í�8PR��:Ã��:Ã�R���)"$H
��P$���;�
?)"$�¥9�PR������FDH�� �D��� � ��"$������PR�����
<G������P���<)��� ρ ��<G�0��� ��OQ� g

ρ0

∫∫∫
V
ρtotwdV = g

ρ0

∫∫∫
V
ρ′wdV���«�a�8PR��:=��:ÃÄ	
 t = n+ 0.25 ?	� ¸8�#�3�J���8PRH��r<=���rO+��OQ���r��"$:G��PR����������Å�"���:=ÄI
 t = n+ 0.75 ?I� ¸8�× ��9 :��3Ì ��<=:GFDH��a<;"���:GOQ:G�DH���:=PR�Q���¥<O� � ������ÅR:G�a:G��� ����:=��<=<G�Ñ"$H Ì~��� O~��� t = n+ 0.25 ?I� ¸8� �3�r��P$�

"$H�ÅROQ������"���:=PR�1"$H Ìn����OQ��� t = n+ 0.75 ?	� ¸8���E:=��:Gº�<G���r��H��Ñ<;"#�#Å$H���� Ö � Ö % 3Ç"@<��
Ï�"$���6<G"y���J"$<=:=���$�B<A� ��������Å$:G�Á:G��� ����:=��<=<G�n���«�nA��3������PRÅRS ���f� ����"$:=��PR� ���f<G"c������������9 � ���

��PRH���º�:=<G<GP$���Ñ� ����� �#<;"$OQ���������8��� ��<=H��¥�;� H�� ÅR��"$��:=������OQ����:G��:=���fOQP¯CR� � ���
��� ����:Ã����� Ò P$H K
���3Ä PR:G� �B9�� �����Á����� ��ÅR:=�1����� ���������]H����Á�#"$�«��:G�nÅ$��"$������� 9¹A���<=<G�Á"$����P 9 :G� �f"$H ������OQ:G����OQP ���
º#"$��P 9 <G:G�����­¶B�{��2�� ���)<G�~���8��93���������6<A� ��������Å$:G�Q:G��� ����:=��<=<G�Q"$����P 9 :G� �6"$H{������OQ:G� ��OQPE����º#" K
��PE9�<=:G���~������PR��������:G��� ����:G��<=<G� �����������������Á����HEÌ}��:G9 �n>ÍH��}O~"�Ì :GO
H�O "$H}��P$O
º������;� P$�����
kc

3 9 Ä��w<=��:=�]� ��"$<O�M3 Õ = = , º <�<a� �0H��YO~"�Ì :GO
H�O ����9�P$���#"$:=����"$HY��PRO!º������;� PR�����À���Q������P�K
�#"$��9 � kr =

√
3/R1

P�� R1
���«�!<=����"JCRPR�c���Q��� Ä PR��O�"���:GP$�y��Hc������OQ:G� �0OQPE����º#"$��PE9�<=:G���

3Ç93Äª9¹A#"���:=����� , <��²§¨������� 9 ����������9�� ��������������Å$:G�����«��������������������� ����H��0<G"?�#ÅRH���� Ö � Ö$Ö � ?ÉP$H��
<G�À������OQ:G� ��O~PE���Àº#"$��P 9 <G:=���$� kc

���«�0����S ���8� ��:=�w9J"���9��QO~PE���À������:=���8������������S ��� :Ã���+
1���
ÅR��"��������!��9¹A�� <G<G� �C�)?)"$��9�PR������FDH�� �D���B<A� ����� ��ÅR:=�~���69��6OQPE���~����������O!º�<G�6��<GH���PRH{OQPR:G��� 

H�����º#"$������$�PR�#"�<G�(3Ç93Ä ��ÅRH���� Ö � Ö , < � × ����PR���0<G� ���E:=��� �������w�R���«��:=9J"$<=���w��:Ã��H�� ���0"$H ÌY�jÌE�����jK
O~:Ã��� �
��PR����� ����H�� ���n9 � �����nº#"$�����1FEH�:NÅR����S���� ���~������PR��9 :G<=<;"���:GPR���w���nÄ ����FDH�����9�� f ���
<A� ����� ��ÅR:=�À9�:=��� ��:GFDH��$� ��"$�w:G����� ��"$93��:GP$�c"J�$��9�<=�ÀÅR��"���:G� �D�0OQ����:G��:=���YO~P¯C$���y���~��������:=�����¨���
ÄÇ"���P$�]��:=O~:=<;"$:=��� 
�<O� �jÌ ��<G:=9J"���:GPR�Á��9¹A�� O�"���:GFDH��!���!<G"+�#ÅRH���� Ö � Ö�Õ ��§¨"���:=O~:=�EH ��:GP$�Á��"$����<=�
��� O~��������<A� "$OQ��<G:Ã��H����ª���¥9 ���ªP$��9�:=<G<G"���:=PR����3 9 Ä;�#Å$H���� Ö � Ö % 3�"E<H<Í�C� �3Ì ��<=:GFDH��¥��"$�¦<G������9�"$<;"$Å$�
����P$ÅR��� ����:ÃÄ­����9��3������º#"$�����w"�Hn��H��1��H����3�J��P �n<;"��$PR����:G9�:Ã����� ���r����Å�"���:=�$��O�"$:=��<=��ÅR��"$��:G� ���
O~� ��:=��:G� �n���w��������:=���0OQPR:=���ªÄ PR�«�N�

× ��O~� 9J"$��:G��OQ����� H��N�������3����P$H��R� �N�#"$���ª<A� P 9 �J"$�~����� <�FDH#"$���nH����a����OQ� �3������PRH��Q����H��
H��ÀÅR��"$��:G� ���Í���r��� ����:Ã���NOQP¯CR� �²�RO~"$:G�­:G<E�;� "��E
���P������ª9�PR����"$:G����"$��9 �$�3��"�O�"$:=�É�3���NOQ����H����r�3�
��P$H��Ñ9J"$H����~>@:=<�ÄÇ"$H�����"$:=�Ñ9�"$<G9 H�<G� ��"¯�$��9�H����w����S �aº8PR�����0������PR<GH���:GPR�n����OQ��PR����<=<G�+3 ��PRH��Ñ<G� �
FDH#"$�����r�����8����:=P ���¥:G��������:G� <G<G���8PRH�����"$:=� � ������H�����������OQ:GS ���¥�������¹"���:=�$�=<ª<O� � ������ÅR:G�a9�:G��� ��:=FDH��
:G����� ÅR��� �w��H��ÑH��ÁÅR��"����1��PRO~"$:G��� &

L¥:G����: �E��PRH��Ñ"¯�$PR���r�jÌ���<G:GFDH���<=���NP$��9�:=<G<G"���:=PR���¦���¥Ä ����FDH�����9�� f "$H Ì FDH�� <G<G� �r���«�Ñ��PRH�OQ:G���
<A� ����� ��ÅR:=�~9 :G���3��:=FEH��Q��P$�¹"$<=�~����<;"Á��:=O
H�<;"���:GP$�Y"¯�$��96�$�����N� Ø PRH�������"J�$PR���
��� ��H�:Ã�
FDH���<G"
Ä PR��OQ�
9 PR������9 ���~���Q<O� � ������ÅR:G�ÀOQ��9�"$��:=FEH���
19 PR����:G��� �����0���«�0��PR�Y�#"$�w<A� ��������Å$:G�À9�:=��� ��:GFDH����
O�"�:G�w<;"1��PROQOQ�Q����<A� ��������Å$:G��9�:=��� ��:GFDH����3�!����<A� ��������Å$:G����P���������:G��<=<G����:=���8PR��:Gº�<G�(3 KE +
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������� Ö � ÖRÕ � Ù):=ÅRH����Í��9¹A�� O�"���:GFDH�����HwOQ��9J"���:G��O~� 
r<A� PR��:GÅR:=���)��� �ÉP$��9�:=<G<G"���:=PR���8���BÄ ����FDH�� ��9��
f ���0<A� ����� ��ÅR:=��9�:G��� ��:=FDH����#"$����<G"
��:GO!H�<;"���:GPR�6"¯�$��9w�R� �D�L
ÀFEH�"������0:=������"$�����Ñ��� �#"$�����¥�%� H��
FDH#"$�«�����1��� ��:GPE���6:=�����«��:=��<G<=���­§M� :=������"$��� t � = 9�PR����������P$���6
 <G"f��:Ã��H#"���:GPR����H������1"�����S �Q<=�
9�P$H��!���¦�R� ���J�$FDH#"����!<=���¨� :Ã��� ����� �):=�����«��:G� <G<=��� ��P$�D�É��H�����OQ�����I$�PR�#"�<G������§­"���� ÅR:GPR�wA#"�9¹AEH������
9�P$����� ���8PR��� 
0<G"���� ÅR:GPR����H��¦<;"$FDH�� <G<G�ª�C� �������3Ì � ��9�� �¥<G"¥��������:GP$�~���r�$�����N� 7 PR������� ����� ��� �D����� �
<G� �r� :Ã��� ����� ��:G��������:G� <G<G� �NA�PR��: $ PR���¹"$<=��� 3 �$��9 ����H�� ~v <N� ���R���«��:=9J"$<=���C�8¶B���a��ÅR"$<G� O~� �D����P$�����0<G�
��:=ÅR������� ρ′w �
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�#����H���H�<G���a���a�$�����N��§ �a����� 9 ��������������� ������H���O�"�Ì :=O
H�O

 kc(R1, t = 5 ?I� ¸8� ) 3Ç93Ä �w<=��:=�f� ��"$<A�I3 Õ = = , º <H<������8�����
�#"$�aH����
<=:GÅR����� �]��:G��� ���«KM�8PR:=�D��:G<=<G���
� ��H��~O�"�Ì :=O
H�O ����9 PR���#"$:=���a"$HQ��PRO
º����Ñ�;� P$���������a������PR�#"$��9 � kr =

√
3/R1

3Ç93Ä²9¹A#"$��:=�����
, <ª��� ��� ���w�#"$�ÑH����0<=:GÅR�������1��:=��� ���C�

x (km)

y 
(k

m
)

 

 

(a)

250 500 750 1000

250

500

750

1000

1250

1500

1750

0

2

4

6

8

10

x 10
−4

x (km)

y 
(k

m
)

 

 

(b)

250 500 750 1000

250

500

750

1000

1250

1500

1750

0

1

2

3

4

5

6

7

8

x 10
−4

������� Ö � Ö , � 3�"E<w¶B��� ��ÅR:=�À��Hy����� O~:=����OQP ���Àº�"$��PE9�<=:G���À"�����PE9�:=�Q"$H ÌYPR�������0:G��� ����:G��<=<G� � ,
��� ��:=P ��� �a:=�����«��:=��<G<=����"$����S��a<;"+���]��H]��H�<G���������$����� 3Çº <�§¨"�O+��OQ��9¹A�PR���
O~"$:=����<=�����������
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H�<;"���:GPR�Y"J�R� 9~�$�����D3 ���^º�<G��H <��3�!��"$���0<;"
��:=O
H�<G"���:=PR�w��"$���É�R�����F3 �R� ��� < �R§ �N��P$O
º������;� PR����� k � % = 9 PR���������8PR����
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APE <��Ò P$H����3Ä PR:G� � H����Q��PRH��$��<G<=�ÀFDH����«��:GP$�^���«�0��PRH�<=� �$������"$��<A� �3Ì�"$OQ���y��� KE + APE > <;"
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"$���

Lm
��������� 9 ��:=�R� <=CÀ��A��¥"�O~��<=:=��H����Ñ"$���QA�PR��: $ PR���¹"$<#<=����Å$��A~��9J"$<=�ÑP$Ä���A��aº�"$��P$����PR��:G9É��� �C� Ò A��µ P$����º�C}�DH�O
º8����� εi = U0

fL
"$��� εm = Um

fLm

"$����PE9�:G"���� � �Ñ:Ã��A{��A��Á:=�����«��:G"$<ª9 H����������~"$���
��A��ª���3�¥"����0"$����H�OQ���1��PQº��w��O~"$<=<²"$���Á��FDH#"�< 3 ε = εi = εm � 1 <��@Î�P$����P¯�$����� ���!"$����H�OQ�
h/H0 = O(ε) � Ò A��r9¹A�PR��������:=O~����9�"$<G�r:=� 1/f � Ò A��Ñ©�H���ÅR� �Í�DH�O
º8���B:=�)��P$����� Bu = ( r

L
)2 �

�Ñ:=��A r =
√

g′H0

f
��A�� µ P$����º�C1���3Ä PR��O~"���:GPR�6��"$��:=H��C�

Ò A���� 3 , � % <�K�3 , � Ö <ªº8��9 PROQ��� 3Ç��P$����:GOQ������:GP$�#"$<���"$��:;"$º�<G���N"$���w��P$�����1º�CÁ"$�Á"$��������:G�H.Q<
∂u∗

∂t∗
+ εv∗

∂u∗

∂y∗
− (1 + εζ∗)v∗ = 0 3 , � , <

∂v∗

∂t∗
+ εv∗

∂v∗

∂y∗
+ u∗ = −Bu

∂h∗

∂y∗
3 , � Ô <

∂h∗

∂t∗
+
∂v∗(1 + εh∗)

∂y∗
= 0 3 , � Ó <

�M+�-.+ - < H ��	 ;M7KJ 7K?AB E 5CE,G �.HK?AH
µ � ��H�9 ��:GPR�1P$Ä 3 , � , < K�3 , � Ó <�<G�J"����N��P

∂2v∗

∂t2
+ (1 + εζ∗)v∗ − Bu

∂2v∗

∂y2
=

ε
[
Bu

∂2h∗v∗

∂y2
− ∂

∂t
(v∗

∂v∗

∂y∗
) + v∗

∂u∗

∂y∗

] 3 , � &�<

��<G��:=�n"$��� Ò ��� ÅRH�:G� � 3 % ( ( Ô º <ª"����(�w<=��:=�n� ��"$<O�'3 Õ = = , º <�H���� �Á��A��w��"$OQ����CE�«����O P�Ä)� FEH�"�K
��:=PR����º�H � �Ñ:=��A]��A�����PR��<=:G����"$�a������O~�+3 ����� �������0PR� ��A��À��:GÅ$AD�«KMA#"���� ��:=���ÀP$Ä�3 , � &E<�<a���3����P
$�� ��PB� Ò A��6<=:GOQ:=��� Bu � 1 "$��� Bu � 1 A#"J�R�~º�� ���{�«��H���:G���cº�Cy��A������n"$H���A�PR���C� �oA����
Bu � 1 ����:G����� ����:=PR�1��2���93���a"$������O�"$<=<A� �{"J�$���ÑÄ ����FDH�� ��9 CÁ:=�r��A�:ÃÄ �����1º�C6��A��ª��� �Ñ�RPR�«��:=9�:=�MC
"$����:=�
��FDH#"$<���P f + ζ

2
�)¸M��� ����:;"$< .E:=��� ��:G9~����� ��Å$C�<=�J"J�R� �
��A�����PR��:=��:=�R�~�RPR�«��:G9 :=�MCc��� ÅR:GPR���

"$����9�PR��9 ��������"���� �¥:=�Á��A��!��� Å�"���:=�R���$PR����:G9�:Ã�MC1��� ÅR:GPR���C�8I�����A���9 PR������"$��C$� �ÑA�� � Bu � 1 ���:G����� ����:GPR�À��2�� 9 ����"$���r������PR��Å0"$��� �ª"J�R����"$���r�������J"$�QPRH��¦P¯�R� �¦O
H�9¹AQ<;"$��ÅR���)"$����"$�C� 7 P���A��
����� CQ�$PR����:G9 :=�MC���2���93���ª"$������9 ��"$O
º�<G����� �ÑA�:=9¹A��jÌ���<;"$:=������A#"�����A�� �ª"¯�$�¥Ä ��� FDH�����93C�:=��9 <GPR���
��P f � Ò A���9J"$��������H���:=���n:G�Q��A�:G���#"$�8���N:=� Bu = O(1) � Ò A�:G�NOQ�J"�������A#"���:G��� ����:G"$<@O~P���:GP$���
A#"J�R��"Á<=����Å$��AY��9J"�<G�Q9�<GP$���À��P1��A�� µ PR����ºDCy��"$��:GH��0P�Äª���3Ä PR��O~"���:GPR�;� Ò PÁ��:=O~��<=:=Ä C$�����~��� �
Bu = 1 �­¸M�{��A�:=�!9J"����$�)"$�!<=PR��Åf"$�
��PR��<G:G���J"$�w��� ��OQ�
"$������P$�!��2���93��:=�$�$� �ª�n��A�PRH�<=� �#���
��� ��H�<Ã������:GOQ:G<G"$����P���<G� :G�1� �¥"$<O�	3 Õ = = , º <ªÄ PR�r��A��0�#"$�«� k � kc

3��ÑA������ kc =
√

2π/(fr2t):G�¦��A�� �N"J�$���DH�O
º8���r"�����PE9�:G"���� � �Ñ:=��A~��A��¥O~"�Ì :GO
H�O P$Ä :=�����«��:;"�<������ ��Å$C~:G�Q��A�� :G�¦��A�� PR��C <j�
��:=��9����R� ��C1FDH�:=98.E<ÃC 3Ç������9 :G����<=C~Ä PR� t > 1

2πf
<3� lc = 2π/kc

:=�r<;"$��ÅR���N��A#"$� r �Ù@P$�Ñ"$��C6��"$��:G"$º�<G� ϕ � ����H�������A���Ä PR<=<GP �Ñ:G��Å!��� ����H���º#"���:GPR�1�jÌ���"$����:=PR�Á:G� ε
ϕ = ϕ(0) + εϕ(1) + ε2ϕ(2) +O(ε3) 3 , � 'E<
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�Ñ:=��A ϕ = (u∗, v∗, h∗, w∗) ���^�Q"$���À��P � ÅRPR:=��Å���PÁ��PR<=�$������9 H�����:=�$��<=Cf��A�����CE�«����O 3 , � , <�K
3 , � Ó <¦��PJ�#���n��A����3Ì ����������:GPR���ÑÄ P$� u∗ � v∗ � h∗ "$��� w∗ � �c������PR�1"$��������:G�H.D�NÄ PR����A�����"�.$�wP$Ä
��:=O~��<G:G9 :=�MC��

LN�L$ ����P�KMPR������� � �Ñ:Ã��AÁ��A���:G��:Ã��:;"�<²9�PR����:=��:GPR��� (u(0), v(0), h(0)) = (1, 0, 0) �	3 , � , <NK 3 , � Ó <
<G��"$���N��PQ��A��w������"$:GÅ$AD��Ä PR� �ª"$���n��PR<=H���:=PR�

(u(0), v(0), h(0), w(0)) = (cos t,− sin t, 0, 0).

LN���#���«�aP$����� ���	3 , � , <�K�3 , � Ó <ªº�� 9�PROQ���

∂u(1)

∂t
− v(1) = ζv(0) 3 , � (@<

∂v(1)

∂t
+ u(1) = −∂h

(1)

∂y
3 , � %�= <

∂h(1)

∂t
+
∂v(1)

∂y
= 0 3 , � % % <

��P���A��0� FDH#"���:=PR�nÄ PR� v :=�

∂2v(1)

∂t2
+ v(1) − ∂2v(1)

∂y2
= −ζv(0) 3 , � % Õ <

�Ñ:=��A ��A���:G��:=��:G"$<¨9�PR����:=��:GPR��� (u(1), v(1), h(1)) = 0 "�� t � = � I �Ñ:=��Ån��Pn��A��À���#"���:;"$<)A�PROQP�K
ÅR� ����:Ã�MCcP�Ä (u(0), v(0), h(0)) �¨��PR��<G:G���J"$����� ��OQ����Pf��P$�!"$���8�J"���:=� 3 , � (E<MK�3 , � % % <�3Ç����� 3 , � &E<
"$��� 3 , � % Õ <�<�� Ò A�:=�¦��CE������O :G��"$9 ��H#"$<=<=C!��A#"���9�PR����:G������� ��:=�?��<G� :G��� �ª"$<O� 3 Õ = = , º < � Ò P���PR<Ã�R�
��A�:G�¦��CE������OÁ�D:=�¦:G�B9 PR���R� ��:G� �D����P �Ñ��:Ã���Ñ�J"�9¹A~��"$��:G"$º�<=� ϕ "�� ϕ(y, t) =

∑
k ϕ̂(k, t)eiky �Ñ:Ã��A

ϕ = (u, v, h, w) "���� ζ(y) =
∑

k ζ̂(k)e
iky � Ò A�������A��Ñ��PR<=H���:=PR���BÄ PR� û(1) � v̂(1) "$��� ĥ(1) "����

û(1)(k, t) = (1 − 1

k2
)ζ̂cost

+
ζ̂

ω2k2
cos(ωt) − ζ̂k2

ω2
3 , � % Ö <

v̂(1)(k, t) =
ζ̂

k2
(sint− 1

ω
sin(ωt)) 3 , � %�, <

ĥ(1)(k, t) =
iζ̂

k
(cost− 1

ω2
cos(ωt)) − ikζ̂

ω2
3 , � % Ô <

�ÑA�� ��� ω =
√

1 + k2 �
v̂(1) ��� ��� O
º�<G� �Q��A��Á�������J"$O�Ä H���93��:=PR� 3 ζ̂

k2
<j��"y������H�<=�Q��:=O~:=<;"$�0��P1�w<=��:=� "���� Ò ��� ÅRH�:=���

3 % ( ( Ô º <�Ä P$� r � L PR�+�w<=��:=��� ��"$<A��3 Õ = = , º <�Ä PR� k � kc
� Ò A��Á9�PR�����¹"��D����"�������"$��:=��Å

:G�c��A��6�jÌ ����� ����:=PR����P$Ä û(1) "$��� ĥ(1) 9 PR���������8PR������P " $�PR��"$<�����"$������P$���
:=��ÅR��P$������PR��A�:=9
º#"$<G"$��9 �$�B"$�������}��PY��"���:G�«Ä C{:=��:=��:;"$<¦9�P$����:=��:GPR���Àº�H�� �ÑA�:=9¹A A#"��À��Pc9 PR������FDH�����9��fP$�}��A��
��� ��PR��"$��9���O~� 9¹A#"$��:=��OV��� �¹"�:G<G� � "�Ä ����� �N"��������ª·�:=�$��� ��A��1�3Ì ����������:GP$���6P$Ä v(1) "$��� h(1) �
������� ��H�9 �^> w(1) = ∂v(1)

∂y
�ÑA�:=9¹A :=O~��<=:G� � ŵ(1)(k, t) = ikv̂(1)(k, t) � Ò ADH����¦��PcÄÇ"$� �Í��A��

�R� ����:G9J"�<��R� <GPE9�:Ã�MC+����<G��A#"$�N<=����Å$��A6��9�"$<G� �ª9 <GPR���¥��P!��A�PR���¥Ä PR����A���A�P$��: $ PR���¹"$<@OQP$��:=PR����"$���
"
Ä ��� FEH�����93C�9 <GPR������P���A��w:=�����«��:;"�<8Ä ����FDH�����9 C f �
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LN�a����9 PR���fP$����� ���	3 , � , < K�3 , � Ó <�º�� 9�PROQ���
∂u(2)

∂t
+ v(0)∂u

(1)

∂y
− v(2) = ζv(1) 3 , � % Ó <

∂v(2)

∂t
+ v(0)∂v

(1)

∂y
+ u(2) = −∂h

(2)

∂y
3 , � % &�<

∂h(2)

∂t
+
∂v(2)

∂y
+ v(0)∂h

(1)

∂y
= 0 3 , � % '@<

"$���1��A���� FDH#"���:=PR�1Ä PR� v :=�
∂2v(2)

∂t2
+ v(2) − ∂2v(2)

∂y2
= −ζv(1) − ∂

∂t
(v(0)∂v

(1)

∂y
) +

v(0)∂u
(1)

∂y
+ v(0)∂

2h(1)

∂y2

3 , � % (E<
Ò ADH���"��a��� 9�PR��� P$����� ����"$<G<¨��PR��<G:G���J"$�r��� ��OQ�a:=��9�<=H���� �]:G� 3 , � &E<Ñ"$���0��P � ����� �������C�M3 , � % (E<
<G��"$���N��PÀ��A���Ä PR<G<=P
�Ñ:=��Å
� FEH�"���:=PR�nÄ PR� v̂(2)

∂2v̂(2)

∂t2
+ ω2v̂(2) = F (k, t) 3 , � Õ = <

�Ñ:=��A
F (k, t) = − ˆζv(1) − ik

∂(v(0)v̂(1))

∂t
+ ikv(0)û(1) − k2v(0)ĥ(1).

§¨�3�¨H�� �����#��� a1 = − ˆζv(1) � a2 = −ik ∂(v(0) v̂(1))
∂t

� a3 = ikv(0)û(1) "$��� a4 = −k2v(0)ĥ(1) �
¶)Ì�����������:=PR����P$Ä a1

� a2
� a3

"$��� a4
"$���

a1(k) =

[ ∑

l+m=k

ζ̂(l)ζ̂(m)

m2

]
sin t+

∑

l+m=k

−ζ̂(l)ζ̂(m)

m2
√

1 +m2
sin(

√
1 +m2t),

a2(k) =
iζ̂

k
sin(2t) +

iζ̂(ω − 1)

2ωk
sin(ω − 1)t− iζ̂(ω + 1)

2ωk
sin(ω + 1)t,

a3(k) =
iζ̂

2
(
1

k
− k) sin(2t) +

iζ̂

2ω2k
sin(ω − 1)t− iζ̂

2ω2k
sin(ω + 1)t+

iζ̂k3

ω2
sin t,

a4(k) =
ikζ̂

2
sin(2t) +

ikζ̂

2ω2
sin(ω − 1)t− ikζ̂

2ω2
sin(ω + 1)t− ik3ζ̂

ω2
sin t,

"$���1��A����jÌ ����� ����:=PR�fP�ÄÉ��A��w��H�O P$Ä a1
� a2

� a3
"���� a4

:G�

F (k, t) =

[ ∑

l+m=k

ζ̂(l)ζ̂(m)

m2

]
sin t+

3iζ̂

2k
sin 2t +

iζ̂(2ω − 1)

2ωk
sin(ω − 1)t

− iζ̂(2ω + 1)

2ωk
sin(ω + 1)t+

∑

l+m=k

−ζ̂(l)ζ̂(m)

m2
√

1 +m2
sin(t

√
1 +m2).3 , � Õ % <

L¥�Ñ���3�R�J"�<G���1:=�1��A������jÌ ������9 ��:GPR������A��w��P$��<G:=���J"$����� ��OQ� a2
� a3

"$��� a4
"$����9 ��:Ã��:G9�"$<@��P

Ä PR��9 ����A��wPR��9�:G<=<;"���PR��A�:GÅRA�<G:GÅ$AD�����n:=� 3 , � Õ = <��
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�M+�-.+�� 	 �C1O=@16HWJ,5>E,5>B 1 	
16B	�CE,5>?AH�	
Ò A��w��PR<=�¥P$Ä¨��A�����PR��<=:G����"$��������O~�r"��NÄ PR��9 :G��ÅÀ"
������PR�#"$��9 �wO~� 9¹A#"$��:=��O :G�NA�:=ÅRA�<=:GÅRA���� �

Ä ��P$OV��A����3Ì�"$OQ:G�#"���:GPR�}P$Ä F (k, t) � �c�f9�"$� �Ñ��:=��� v̂(2)(k, t) =
∑

Ω v̆
(2)(k,Ω)eiΩt "$���

F (k, t) =
∑

Ω F̆ (k,Ω)eiΩt � Ò A�� �²�I3 , � Õ = <�º�� 9�PROQ��� ��Ä PR�r�J"$9¹A Ω �

(−Ω2 + ω2)v̆(2) = F̆ (k,Ω). 3 , � ÕRÕ <
3 , � ÕRÕ <ª:G�r��A��0��FDH#"���:GP$��P$Ä)"$�ÁPR��9 :G<=<;"���PR�NP$Ä­Ä ��� FEH�����93C ω =

√
1 + k2 Ä PR��9����Áº�C1��A��w��:=ÅRA��

A#"$������:G����� µ � ��PR�#"���9�� �Ñ:G<=<�PE9�9 H�� �ÑA���� Ω = ω � ����P¯�E:G����� F̆ (k, ω) :G�r��P$��$�� ��PB�
Ù#��PRO 3 , � Õ % <j��Ä P$�B"¥ÅR:Ã�R��� �ª"J�R���DH�O!º�� �-.@� F (k, t) 9 PR���¹"$:=���)��A��NÄ PR<=<GP �Ñ:G��ÅÑÄ ��� FDH�����9 :G� �

Ω > 1 � 2 � ω−1 � ω+1 "$���~"$<G< ��A��ÑÄ ��� FEH�����9 :G��� √1 +m2 Ä PR� m 6= k 3 ��:=��9�� ζ̂(k = 0) = 0 �:A� ���¨��A���OQ�J"$�y�RPR�«��:G9 :=�MCy:G� $�� ��P < � Ò A���Ä ��� FEH�����9 :G��� 1 � ω − 1 � ω + 1 "$��� √
1 +m2 Ä PR�

m 6= k 9J"�����P$�ªÅR����� ��"����¥������P$�#"$��9 ����:G��9��a��A�� C~9J"�����P$�ªº��a��FDH#"$<8��P ω � I�����A���9�PR������"$�«CR�
��A��
Ä ����FDH�� ��9 C 2 9J"$� Ä PR��9��À��� ��PR��"$��9��Q"���"6���8��9�:��#9 �N"J�$���DH�O
º8���w�R� ��:=Ä CE:=��Å ω = 2 ��:A� ���
k =

√
3 ������P¯�E:G��� � ��A#"�� ζ̂(k =

√
3) 6= 0 � µ � ��PR�#"���9��Á:G�Q" ��ADH��Q<GPE9J"$<N��A�����P$O~� ��PR�²�

"$���8�J"���:G��Å�"�� �N"J�R� �DH�O
º8��� k =
√

3 ���jÌ�9 :=������º�C
��A��r�RPR�«��:=9�:=�MCÀ"��B��A��Ñ��"$O~� �ª"J�R���DH�O!º�� �
��A���PRH�Å$A}��A��1��PR��<=:G����"$��������O~���B¸ ����P � ����P$����� ��� ��� P$�}��A��1��CE�#"$OQ:G9 �ÀP$ÄÑ��A��1:G��������:;"$<
OQP$��:=PR���r"��ÑP���A�� ��<=����Å���A1��9�"$<G� �C�

Î�PR����������9 :G����<=C$��:=�B:=�BPR��<ÃC���A��Ñ��PR��<=:G����"$�)��� ��O v ∂h
∂y

:G�À��A��Ñ� FEH�"���:=PR��P$Ä�AÀ��A#"��¦9����J"������
��� ��PR��"$��9��Á��:=��9��n��A��19�PE���Q9�:=�����Q:G��Ä ��PR���QP$Ä sin 2t :=� a4

:G�À��P$� K $ ����Pc"��À��A��1������PR�#"$���
�ª"¯�$���DH�O
º8��� k =

√
3 �¨¸M����� ���{��A��~9 P ���Q9�:G� ���!:=�yÄ ��PR���!P$Ä sin 2t :=� a2 + a3

:G�
$ ����P]"��
k =

√
3 � �ÑA�:G9¹A{OQ�J"$������A�"�����A��6��2�� 9 ���!P$ÄN��A�����PR��<G:G���J"$����� ��OQ� v ∂u

∂y
"���� v ∂v

∂y
9�"$��9 ��<

�J"�9¹AQP���A�� �Í"��É��A��r������P$�#"$��� �ª"¯�$���DH�O
º8����� Ò A�:G�)A#"$�Íº8��� �
�R����:��#� �Àº�C
��P$<=�E:G��Å���A��ª��CE������O
9�P$O~�8PR��� �YP$Äª� FDH#"���:=PR��� 3 , � % <�"���� 3 , � Õ <�"$���Y��A��Q<=:G����"$��:�$�� �]�R������:=PR�YP$Ä 3 , � Ö <!> :G� ��A�"��
9J"����$�#��A������ ��PR�#"���9��0��PE���Ñ��P$�a"$���8�J"��Ñ"$��C OQPR���?3 ��P$�Ñ��A�P �Ñ� <��

¸M����:GOQ������:GPR��"$< ��"$��:;"$º�<=��� ����A��r��� ��PR�#"��D� �ª"J�R���DH�O!º�� ��:=� kr =
√

3
r
�R:=O~��<ÃCE:G��Å¥"w<=����Å���A

��9�"$<G� lr = 2π√
3
r ' 3.63r Ä PR�N��A��w������PR�#"$��� �ª"¯�$��<=����Å$��A;�

�^����� ��Ä PR��O �DH�O~� ��:=9J"$< ��:GO
H�<G"���:=PR���	�Ñ:Ã��A���A��wÄ PR<G<=P
�Ñ:=��Å�9¹A#"$��"$9 ������:=����:G9��0> f = 10−4

s−1 ����A��
�R� <GPE9�:=�MCf"�����A��À9�� �������wP$Ä¦��A��a��� ��:=� U = 0.3 O -���"$���Y:Ã��� �Ñ:=����A :=� Lm = 40.DO��$:GOQ��<=CE:G��Å�" µ PR����º�C��DH�O
º8��� ε = 0.07 �$¸M��:=��:;"$<=<=CR� :=�����«��:;"�< �R� <GPE9�:Ã��:G� �¦"$���rH���:=Ä PR��O "$���
��FDH#"�<���P 0.3 O -��C� Ò A�� µ PR����º�Cn��"$��:GH��NP$Ä­��� Ä P$��O~"���:=PR�6:G� 25 .DO,��Ù):GÅRH���� , � % ��� ����� ��� �D���
���8��93����"yP$ÄÑ�}"���� � "$���DH�OQ����:G9J"�<ª��P$<GH���:GPR���!P$Äa��A��n<G:=���J"��
��CE������O 3 :G��º�<=H��=<
"$���}��A��
��PR��<G:G���J"$�¦��CE�«����O 3Ç:=�~����� < � Ò A��¥O~"$:G�Q��:�2���������9 �¥º8� �
����� �nº�<GH��a"$���~ÅR��� ���69 H����$���N:=����A��
��������� ��9���P$Ä¥"Y�8�J"�.{:G�}��PR��<G:G���J"$�À��:GO
H�<G"���:=PR���!"�� kr =

√
3/r �Í¸M�����������«��:G��ÅR<=C$�¦"$��P$��A����

�8�J"�.@�ÍO
H�9¹A <=�����À����� ��ÅR�3��:G9��)9�"$� "$<G��P]º��n����� � "�� k′r =
√

8/r �É¸ �À9�PROQ���
Ä ��PRO,��A��n:=� K
��� ��"$93��:=PR�²�8"��¥��A�:G���fPR������� ��º8� �
����� � Ä ����FDH�� ��9�:=��� f "$��� 2f � Ò A�:G�a:G����� ��"$93��:GP$�fÅR� ������"���� �
Ä ��� FDH�����93C 3f � �ÑA�:G9¹A]:=����H���� :GOQ��<=:G���Ñ"~������PR�#"$��9��
OQ��9¹A#"���:G��O "��¥��A�� �ª"¯�$���DH�O
º8��� k′r�R� ��:ÃÄ C :=��Å (3f)2 = f 2 + g′h0k

′
r
2 �

¸M�[��A�CE��:=9J"$<w���#"$9�������A��y������PR�#"$��9��yO~� 9¹A#"$��:=��O "�� kr
�¹"�.�������A�� Ä PR��O P�Ä!:=�����«��:;" K

ÅR��"¯�E:Ã�MC �N"J�R� �NP$Ä�Ä ����FDH�� ��9 C 2f �Ñ:=��A �ª"J�R���DH�O!º�� � √3/r ��A#"��ª"$���a9 PR����:G�DH�P$H���<ÃC��3Ì 9�:Ã�����
"$���Á��OQ:=����� �6Ä ��PRO ��A������ �#3 �#ÅRH���� , � Õ 9N<��

Ò A��f������PR�#"$��9 �fOQ��9¹A#"���:G��O¡����FDH�:=��� �Q��A#"��Q�RPR�«��:G9 :=�MC������ 9 ����"$<Ñ9�P$O~�8PR��� �D��"�� kr
:=�

��PR� $ ����P 3 :A� ��� ζ̂(kr) 6= 0 < ��L¥����H�OQ:G��Å6��A��
�$PR����:G9�:Ã�MC���PnA#"J�R�Q"�Ä H�<=<É����� 9 ����H�OÁ����A�:=��<;"����
9�P$����:=��:GPR��:=�¨"$< �ª"JCE�¨�$����:��#� �;� Âa��H#"$<G<ÃCa��A��¦����� C��RPR�«��:=9�:=�MC¥���8��93����H�O�A#"$�­" k−1 ��<GP$���F3 !aH#"
"$��� !a"$:G���$PRÅR� < 3 % ( ' Ó <j�;��<G� :G�]�3�0"$<A� 3 Õ = = , º <�< �ÑA�:G9¹AY:=����:G9�"���� �¥��A�"����RP$����:=9�:Ã�MC]���8��93����"$<
9�P$O~�8PR��� �D�)A#"J�R�N<G"$��Å$���­"$OQ��<G:Ã��H����BÄ PR�­��O~"$<=<G��� �ª"J�R���DH�O!º�� �C� Ò A�:=�ÉOQ�J"����É��A#"��J� Ä PR�­��H�9¹A



´ ���<�8¾<08¿D�#¾oÈ1�E¼R�#�­����È^¿;�¨¿]���E�9�8�­���É¼R¿ ���E�<�E��� 8­��� � ¿E� �����¨¿ �Q�Ç�­¿D�¯® � ¿ �Ç� ¿ � � �

10
0

10
1

10
2

10
−10

10
0

wavenumber

v2

(a) k
r

k’
r

10
0

10
1

10
2

10
−20

10
−10

wavenumber

w
2

(b) k
r

k’
r
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"$��� ��� � 9 H����$����9 PR����������PR��� ��PY��PR<GH���:GPR���ÀP$Äa��A��Á��PR��<=:G����"$�
��CE�«����O(��Ï�"$��A���� <G:G�����À���jK
����� ��� �D�w��A��
��� ��PR��"$��� �N"J�R� �DH�O
º8����� kr =

√
3/r "$��� k′r =

√
8/r � Ò A��À:G��:=��:G"$<²�R� <GPE9�:Ã�MC

:G� u0
� = � Ö O -���"$���Á��A��0O�" Ì�:=O
H�O���� �����8��� � "$����A#"$<=Ä;K �Ñ:G����A1"$���0��� ���8��93��:=�$��<ÃC = � Ö O -��

"$��� Õ = .DO,�

"$�Y����� C �RPR�«��:G9 :=�MC ����� 9 ����H�OÁ�²��A���������P$�#"$��9 �~:=��O~PR�«��<ÃC]���Q9 :G�����wÄ PR����A���<GP �ª� ���0OQP ��� �
�ÑA�PR����9 PR���������8PR����:G��Å kr

:G�N��A��w��O~"$<G<=�����C�

�'��� � �Ñ/ �N&Í- �3( � - �¨(32!/ �¨2 � &)(�� (��¨( �J� % �Q41-
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Ò A��
OQP ��� < 3 , � % <MK 3 , � Ö <N9�P$����� ���8PR�����a��P���A��!:=���J"$<=: $ ���Á9J"$��� �ÑA������!��A��!:G��������:;"$< �$��<GP�K
9�:Ã�MCn����P ����9 ���¥PR�ÁPR��<ÃC6PR����:=��PR<G"���� �Áº�"$��PE9�<=:G��:=9¥OQP �����@©ªH���ÅR� ������"$<G<ÃCR�#:G��������:;"$<8�R� <GPE9�:=��:G� �
����P ����9 ��"6O
H�<=��:=��H����0P$Ä¦º#"$��P 9 <G:G��:G9wO~PE��� ���8:G����� ��"$93��:G��Å6PR��� �Ñ:Ã��A]��"$9¹A P$��A���� ��P �Ñ:G��Å~��P
��A��w��P$��<G:=���J"$��������O~��� Ò A�:=��:=�N��A��w9 PR� �#ÅRH���"���:GPR�1����H���:=���Á:G�6��A�:G�Ñ��� 9 ��:=PR�;�

�M+ ��+/* 	
�C16J,= �
Ò A�� Õ Ï�K ����:=O~:Ã��:Ã�R�r��FDH#"���:GP$���ª�«C �«��� O ��� ��9 ��:Gº�:G��Å!��A��¥��2�� 9 �ªP$Ä­"r���3� U(y) PR�6:G��������:;"$<

PR��9 :G<=<;"���:GPR����:G�

∂u

∂t
+ v

∂u

∂y
− fev = 0 3 , � Õ�Ö <

∂v

∂t
+ v

∂v

∂y
+ fu = − 1

ρ0

∂p

∂y
3 , � Õ , <

∂ρ

∂t
+ v

∂ρ

∂y
− ρ0

g
N2w = 0 3 , � Õ$Ô <

∂p

∂z
= −ρg 3 , � Õ$Ó <
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Ä PR� w P$Ä���A�����PR��<=:G����"$�
��CE�«����O 3 9=<rÏ¥:�2�� ������9��0º��3�
�ª� ��� 3 º <r"$���13�"E<��

∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0 3 , � Õ &E<

�ÑA�� ��� fe = f+ζ � ζ = −∂U
∂y

� ρ0
��A��rO~��"$�
��� ����:Ã�MCÀ"$��� N ��A��r©���H�����KA���$:=���$< ��Ä ����FDH�����9 CE�

p "$��� ρ "�������A��!����������H����À"$������������:=�MC��8������H�º#"���:GPR���C� Ò A��!:=��:=��:;"$<��R��<=P 9 :=�MC1:=�a��H����8PR��� �
��P�º8�
$�PR�#"�<¨"$���1A�PR��: $�P$�D��"$<G<ÃC�A�PRO~P$ÅR����� PRH���� v � w � p "$��� ρ "$��� $ ����P�"�� t � = �L¥����H�OQ:G��ÅÁ��A������ �0��P�º��~º#"$��P�����P$��:G9��-3 , � Õ$Ö < K�3 , � Õ &�<¥9�PRO
º�:G������P�ÅR:=�$�Q��A��~Ä PR<=<GP �Ñ:G��Å
��FDH#"���:GP$�1Ä P$� v >

(
∂2

∂t2
+ ffe)

∂

∂z
(

1

N2

∂v

∂z
) +

∂2v

∂y2
=

∂

∂z

[
1

N2

∂

∂z
(
∂(v ∂v

∂y
)

∂t
− fv

∂u

∂y
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ρ0N2

∂
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(v
∂ρ
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)

]
3 , � Õ '@<

L¥ÅR"$:G�²�D"�<G<#��A��a��PR��<=:G����"$�Í��� ��OQ���E��P���������:;"$<=<=C
9 ��:Ã��:G9�"$<�Ä PR�¦��A��a��� ��PR�#"���9���OQ��9¹A�"$��:G��O��D"����
��H�O~OQ��� PR� ��A��À��:=ÅRA���KMA�"$���]��:G����� § � �wH����jÌ���"$��� u � v "$��� ρ :=�f��� ��OQ��P$Ä¦��A��
�$���«��:G9�"$<
��PR��O�"�<²O~PE������PR<GH ��:GP$���rP$Ä­��A��w9�<G"$����:G9�"$< 7 ��H���OÀKÚ§ :GP$H��E:G<G<=�Ñ����PRº�<G��O 3 ·�:G<G< 3 % ( ' Õ <�<a>

{u(y, z, t), v(y, z, t)} =

∞∑

n=1

{un(y, t), vn(y, t)}Fn(z)
3 , � Õ (@<

ρ(y, z, t) =

∞∑

n=1

ρn(y, t)Gn(z)
3 , � Ö = <
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∂

∂z
(

1

N2

∂Fn

∂z
) =

−1

r2
nf

2Fn

"$��� Gn = rnf
∂Fn

∂z
� rn

:G�r��A�� µ PR����º�Cn��"���:GH��ÑP$ÄÉ���3Ä PR��O~"���:=PR�n"$����PE9�:G"���� � �Ñ:Ã��A1O~PE��� n �Âa��:=��ÅÀ��A�:=�r�3Ì �#"$����:GP$� 3 , � Õ '@<ªÅR:=�$���rÄ PR� vn

(
∂2

∂t2
+ f 2)vn − r2

nf
2∂

2vn

∂y2
= −fζvn

+
∑

i,j

[
∂

∂t
(vi
∂vj

∂y
)δi,j,n − fvi

∂uj

∂y
δi,j,n

− gcn
ρ0

∂

∂y
(vi
∂ρj

∂y
)∆i,j,n

]
3 , � Ö % <

�ÑA������
δi,j,n =

∫ z=0

z=−H

FiFjFndz

"$���
∆i,j,n =

∫ z=0

z=−H

1

N2
FiGjGndz.

7 H����8PR��:=��Å���A#"��¥��A��!��9J"$<=:G��Å$�a��������������� �y:=�f����9 ��:GPR� Õ "$����<ÃC1Ä PR����A��
OQPR���a��������Å$� ��:=9
O~PE��� � n 3 �ÑA�:G9¹AÁ:G�r� FDH�:=��"$<=�����r��PQ"$����H�OQ:G��ÅÀ��A#"��r��A�� µ PR����º�C1��� Ä P$��O~"���:=PR�6��"���:G:²P�ÄÉ��A��
O~P$��������� ��ÅR�3��:G9aO~PE��� �N"$���¥��P$����PEP�ÄÇ"��8<3� "$�6�jÌ �#"$����:GPR�6:=�~������OQ�ªP�Ä²��A�� µ PR����º�C~�EH�O
º�� �
ε 9J"$��º8�r��PR����"$Å�"�:G�!Ä PR<=<GP �Ñ:G��Å�3 , � '@< � Ò A�� �Q��A��r��"$OQ�N����P 9 ����H�����"$�Í��A�"��¦H���� �~:=�À��� 9 ��:=PR�Ö 9J"$�Áº���Ä PR<=<GP �����6��P�ÅR�3����PR<=H���:=PR���C�

Ù@P$�Ñ"$��C n �#��PR<GH���:GPR�1"���$�����P~P$����� ��:=�

{u(0)
n , v(0)

n } = Un{cos(ft),− sin(ft)} 3 , � Ö�Õ <
ρ(0)

n = 0 3 , � Ö$Ö <
�ÑA������ Un =

∫ 0

−H
u(z, t = 0)Fn(z)dz :=����A��Q����P ����9 ��:GPR�yP$Ä���A��Q:G��:Ã��:G"$<É�$��<GPE9�:Ã�MC PR�y��A��

�R� ����:=9J"$< OQPE��� n �LN�F��������PR������� ���wÅR� �

ûn
(1)(k, t) = (1 − 1

r2
nk

2
)
ζ̂Un

f
cos(ft) +

f ζ̂Un

ω2
nr

2
nk

2
cos(ωnt) −

fr2
nk

2

ω2
n

ζ̂Uj
3 , � Ö , <

v̂n
(1)(k, t) =

ζ̂Un

fr2
nk

2
(sin(ft) − f

ωn
sin(ωnt))

3 , � ÖRÔ <

ρ̂n
(1)(k, t) = − iζ̂Unρ0

gfrnk
(cos(ft) − f 2

ω2
n

cos(ωnt))

+
ikζ̂Unρ0frn

gω2
n

3 , � ÖRÓ <
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2) � �c�wA#"J�R�0H���� �

(u(1)
n , v(1)

n , ρ(2)
n ) =

∑

k

(ûn
(1), v̂n

(1), ρ̂n
(2))eiky.

LN������9 PR����PR����� ������A��w��FDH#"���:GPR�nÄ PR� vn
º�� 9�PROQ���

∂2v̂n
(2)

∂t2
+ ω2

nv̂n
(2) = F (k, t) 3 , � Ö &E<

�Ñ:=��A

F (k, t) = −f ˆ
ζv

(1)
n + ik

∑

i,j

[
∂

∂t
(v

(0)
i v̂j

(1))δi,j,n

− fv
(0)
i ûj

(1)δi,j,n

+
gk2rnf

ikρ0

v
(0)
i ρ̂j

(1)∆i,j,n

]
3 , � Ö '@<

3 , � Ö &�<Ñ:=�aFDH�:Ã���0��:GOQ:G<G"$�N��P 3 , � % (@< 3ÇOQPR���0������9 :G����<=C1��P�:=���a��:GOQ������:GPR�#"�< ��FDH�:=��"$<=�����¥Ä P$��O?<
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�ª� ���
��A�����:�2�� ��� �D�
�R� ����:G9J"�< O~PE�����N��A���P$H�ÅRAn��A��w9 P ���~9 :G� �D��� δi,j,n "$��� ∆i,j,n

�
§ � �ÀH��ÀA�"¯�$�1"]9J"$��� Ä H�<�<GPEPE.y"��À� FEH�"���:=PR�"3 , � Ö 'E<�� �oA���� j = n �É��A��6��2�� 9 ���ÀP$ÄÑ��A��

��PR��<G:G���J"$�
������OQ�Q"$���1��:GOQ:G<;"�����PY��A�PR���Á������9���:Gº8��� :=� ����93��:GP$� , �BÅ$����� ��"���:G��Åy��� ��PR�#"���9��
�Ñ:=��AÀ��A��r� O~� ��ÅR� ��9��ÑP$Ä�PR��9 :G<=<;"���:GPR��� �Ñ:=��A�9¹A#"$��"�9 ��� ��:=����:=9�� (2f,

√
3/rn)

��L¥Å�"$:=�²�$��PR��<G:=���J"��
��� ��OQ� v∂v/∂y "$��� v∂u/∂y 9J"$��9���<­PRH��¥"�����A��0��� ��PR��"$��� �ª"¯�$���DH�O
º8��� ����P���� ��PR��"$��9��!:G�
��H����jÌ 9�<GH���:=�$��<ÃC~��P
��A�����P$��<G:=���J"$�¦��� ��O ρ∂u/∂y 3 ρ :=����A�����FDH�:=��"$<=�����NP�Ä h Ä PR�ª��A�� 1 1/2<;"JC$����OQP ����< < ���oA���� j 6= n �8��A���Ä PR<G<=P
�Ñ:=��ÅÀÄ ��� FEH�����9 :G���w"����
�������������wPR�f��A��
��:=ÅRA���K A#"$���
��:=���ÁP$Ä�3 , � Ö &E<�> f � 2f � ωj + f � ωj − f 3Ç����� 3 , � Õ % <H< � Ò A��1Ä ����FDH�� ��9 C 2f :G��ÅRP$:G��Å ��P
��� :G��Ä P$��9��Q��A�������� 9�����:G��Å ������P$�#"$��9 �nO~� 9¹A#"$��:=��O "�� √

3/rn
�Í©�H��ÀP$��A�������� � ��� ��PR�#"���9��

OQ��9¹A#"$��:G��OQ�¥��A�PRH�<=�]"$<=��P�"$���8�J"$� ����H�����P~��A��0Ä ����FDH�� ��9�:=��� ωj ± f ��A#"�� �ª� ���
H���"$º�<G�0��P
ÅR� ������"����Q��� ��PR�#"���9�� �ÑA���� j = n � Ò A�:G�0��A�P$H�<G�y<G��"$�y��PÁ��A��Q��OQ����Å$����9 �~P$Ä�Ä ��� FEH�����9 :G���
"$��� �ª"J�R� �EH�O
º�� ������"���:G��Ä CE:=��Å ωn = ωj±f � �c�rº�� <G:=� �R����A#"��)��A�� ����"$����:Ã��:=PR�#"$<D��� ��PR��"$��9��
OQ��9¹A#"$��:G��OQ�N"�����ÅRP$:G��Å0��P
º���P�"$��� �6��A��aÄ ����FDH�� ��9 Cn"$��� �ª"¯�$���DH�O
º8���Ñº#"������r"$��PRH����6��A��
O~"$:G�n������P$�#"$��9 �!"�� (k, ω) = (

√
3/rn, 2f) �

�M+ ��+ - �OL 	
1T= ?AB:E,G HK? 	IL>GAEY7K?AJ 5CH
Ò :GOQ�
"$���]���#"�9��
�3�RPR<=H���:=PR�fP$ÄB��A���ÄÇ"�����9 PROQ��PR��������P$ÄB��A��
PE9���"$��:G90OQP$��:=PR���a"�Ä ��� ��"

�Ñ:G���Áº�H����«�Ñ:G�r"$��"$<=C $�� �1H���:=��Å�������H�<=���NÄ ��PRO Ö Ï�����:GOQ:=��:Ã�R�a��FDH#"���:GPR�n��:GO
H�<G"���:=PR����� Ò A�� ���
��:=O
H�<G"���:=PR���B"$���a��:GOQ:G<G"$�É��P0��A�PR�����8����Ä P$��OQ���QºDCQ§¨"$�8� CE����"$��� ��<G� :G�,3 Õ = = Ó <B"$��� µ :Ã�E:GS����
� �0"�<A� 3 Õ = = , <�<���PnP$º��¹"$:=�Y"6��H���º�H�<G� ����OQ����PR��9�"$<G�À� ����C ����<G�%� Ò A�����PRO~"$:G� Å$��PROQ� ����C]:=�
"~�8����:GPE��:G9�9¹A�"$����� <)P$Ä 1000 .DO × 2000 .DOÁ� �Ñ:Ã��Af"~��� ����A�P$Ä 4000 O,� Ò A����EH�O~� ��:G9�"$<
��� ��PR<=H���:=PR�}:G� 6 .DO × 6 .DO¡PR� ��A��1A�P$��: $ PR���¹"$<Ñ"���� :=���RPR<Ã�R��� 33 <G�3�R� <G��������� ��9¹A���� PR�
��A��¥�R� ����:=9J"$<O� Ò ��P���H���� � �Ñ:Ã��An"���:GOQ�a��H���"���:GPR�~P$Ä¨��:=ÅRA��N:=�����«��:;"�<8�8����:GPE�����E"$�����8����Ä P$��OQ���
Ä ��P$O ��A��n�����«�¹"$�«���#<G� �ÀPRº���"$:G��� �}"�Ä ��� � 280 �#"JC ����:GO
H�<G"���:=PR� 3 :A� ��� �ÑA����}��A��6��H���º�H�<G� �D�
������C6�#� <G��:=��:=����FDH�:=<G:Gº���:GH�O�<�>�PR��� �Ñ:Ã��A'"{9 <GPE98. �Ñ:G������P$��"���:=��Å^�«����PR��Å �Ñ:G����<;"$�«��:=��Å
��H��«�aP$���w:G��� ����:G"$<��8����:GPE�²�#"$���f"$��P$��A�� �	�Ñ:=��A���P �Ñ:=���;� Ò A��w��:�2�� ������9��0º��3�
�ª� ������A��w�
�ªP
��H����ª:=��9 PR����:=���������1"$����A���ÄÇ"$����9�P$O~�8PR��� �D� 3Ç����<;"������Q��P0��A��a:G��� ����:G"$<#OQP$��:=PR���8<ÍP$Ä���A��a��H��



´ ���<�8¾<08¿D�#¾oÈ1�E¼R�#�­����È^¿;�¨¿]���E�9�8�­���É¼R¿ ���E�<�E��� 8­��� � ¿E� �����¨¿ �Q�Ç�­¿D�¯® � ¿ �Ç� ¿ � � �8�

�Ñ:=��A �Ñ:=���;� Ò A�:=��O~�3��A�PE��Ä PR�À�3ÌE����"$9 ��:G��Å ��A��ÁÄÇ"�����9�P$O~�8PR��� �D�QA#"��Q��A�P �Ñ� �$����C}Å$P PE�
"$ÅR������OQ����� �Ñ:=��A�P���A�� ��OQ� ��A�PE����"$��� �Ñ:G<G<�º��w��� ��P$����� ��:=�f"
Ä PR�«��A�9 PROQ:G��Å��#"$�8����"$� ����<=<
"$�a��A��
���3�¹"$:=<G��P$ÄÍ��A������À��:GO!H�<;"���:GPR���C� �c����H��«�¥Ä PE9�H��aA������
PR�f��A��
9¹A#"$��"$9 ������:G����:G9 �¥P$ÄB��A��
ÄÇ"$���Ñ9 PROQ��PR��������P$ÄÉ��A����R� <GPE9�:=�MC �#��<=�;�Ò A�:G��ÄÇ"$���ª9�PROQ��P$������� (u, v, w) :=�ª�3Ì �#"��������n:=�~������OQ�ªP�Ä ��A����R���«��:=9J"$<8��PR��O�"$<@OQP �����
��PR<=H���:=PR���NP�ÄÉ��A�� 7 ��H���O�KM§ :GPRH��E:=<G<G������PRº�<G� O H���:G��Å,3 , � Õ (@<�Ä PR� u, v "$���

w(x, y, z, t) =
∞∑

n=1

wn(x, y, t)Λn(z)

Ä PR� w � �Ñ:=��A wn = (∂un

∂x
+ ∂vn

∂y
) "$��� Λn(z) =

∫ 0

z′=z
Fn(z′)dz′ � Ò A�� µ PR����º�C���"$��:=: P$ÄÍ��A��

�#���«�ÑÄ PRH��rOQP ��� �Ñ"$��� r1 = 24.5 .EOÁ� r2 = 10.0 .DO�� r3 = 6.7 .DOÁ� r4 = 5.1 .DO(�µ � ��H�<Ã�����I���R�n:=�����«��:;"�<��8����:GPE���
"�Ä �����!��A�� �Ñ:G����º�H����«�J�B"����6��A�P �Ñ� P$� �#ÅRH���� , � Ö Ä P$�
O~PE��� � 1 "$��� 2 � Ù#PR��OQPE��� 1 �²"19 PR������:G9 H�PRH��wº���P�"$�Y����"�. "$��PRH���� kr1 =

√
3

r1

:=��9�<=�J"$��<=C
:G��� ����:��#"$º�<G�¦PR����A���A�PR��:�$�PR����"$<E�$��<=P 9 :=�MCw���8��93����H�O�3 �#ÅB� , � Ö "@<¨"$���
PR����A����R���«��:=9J"$<D�R� <GPE9�:=�MC
���8��93����H�O 3 �#ÅB� , � Ö 9=< �ÑA������c:Ã�Á:G�n��A��c��PROQ:G�#"��D�1�8�J"�. ��Ù#PR�1OQP ��� 2 �Ñ��A��y��"$OQ�c�8�J"�.
:G�~����� �������Á"$��PRH���� kr2 =

√
3

r2

3 ��ÅB� , � Ö º <3��º�H��6:=����P���CR�3�6��A��]��PROQ:G�#"��D�~�8�J"�. PR� ��A��
�R� ����:=9J"$<É�R��<=P 9 :=�MCf���8��9 ����H�O 3 �#ÅB� , � Ö � < �²Ù#��� FEH�����93CY���8��9 ����"1P$Ä¦��A��
�$���«��:G9�"$<)�$��<GPE9�:Ã�MC "$���
����� ��� �D�����}PR� �#ÅB� , � , �)Ù#��� FDH�����93C^����� 9 ����H�O,Ä PR�0O~PE��� 1 A#"��
"fO~"$:G�y�8�J"�.y"�� ω = 2f"$���Q�
�ªP
����9 PR���#"$�«CQ����"�.D�N"�� f "$��� 3f � 7 P0��A��aÄ ����FDH�� ��9 C~���8��93����H�Os:G��9 <GH���� ��� ������ÅR� ��:G9
Ä ��� FEH�����9 :G���a��FDH#"$<É"$���f"$<G��P~<G"$��Å$���r��A#"�� 2f ��Ù#����FDH�����9 CÁ���8��93����H�O Ä PR�ÑOQP ��� 2 A#"$�Ñ�
��P
����"�.D�wP$Äª��:GOQ:G<G"$�a� ������Å$CY"�� f "$��� 2f � Ò A������ 9�����"$���QP$Ä���������Å�Cy"�����A���������P$�#"$���0����"�.
Ä PR�¥��A�������9 PR���yO~PE���D3 9�PROQ�#"$���J�#ÅR��� , � Ö "n"$���yº <�:=���3Ì ��<G"$:G�����Yº�Cf��A��Q��O�"�<G<G� � µ PR����º�C
��"$��:GH��ÑP$ÄÉ��� Ä P$��O~"���:=PR�nP$ÄÍOQPE��� 2 "$������A#"�� ���
"$���wA�������:=�1��A��0����9 ���J"���:G��Å~�#"�����P$Ä)��A��
�RPR�«��:=9�:=�MC!���8��93����H�O�� �ÑA�:=9¹A~OQ�J"���� ζ̂(√3

r2
) < ζ̂(

√
3

r1
) �ÑA������ r1 "$��� r2 "$���Ñ��������� 9 ��:=�R� <=CÀ��A��

�#���«�a"$���Á����9 PR���Á��� Ä P$��O~"���:=PR�n��"$��:G:A�Ò A�������������H�<=���r��AEH���9 PR� �#��O "$���1�jÌ �������Á��PQ"ÀO~P$����9�P$O~��<=�3Ì���:Ã��H#"���:GPR�6��A�PR���0P�ÄÉ��A��
�����3�E:GPRH��Ñ����9 ��:GPR���a"�º�PRH �r��A��w���Q9 :G����9 C1P$Ä­��A��w������P$�#"$��9 ��OQ��9¹A#"���:G��O,�

�'� � � 2�/Á*8��4D� ( 2�/

Ò A��À����� ��� �D�0��P����ÀA#"$����� �E:G��:=�����]��A��
O~� 9¹A#"$��:=��OQ�¥��A�"���O~"�.$�ÀH���:=Ä PR��O �Ñ:=��� K Ä PR��9 ���
:G��� ����:;"$<­O~P���:GP$���a��PÁº8�À����"���:G"$<G<ÃC�����PR��Å�"$��:�$�� � º�� 9J"$H�����P$Ä���A��À��������� ��9��QP$Ä�"6��H���º�H�<=�����
O~� ��PR��9J"$<=��������C ����<G�%��L���� ��"����n���Q9�:=�����r������P$�#"$��9 ��O~� 9¹A#"$��:=��O A#"$�Nº8��� �Á�jÌ ��<G:=9�:=�����;�
L¥�#"�<=CD��:=9J"$<B9�"$<G9 H�<;"���:GPR�����²9�"$����:G���yPRH���H���:G��Å�"���A#"$<G<=P � �ª"���� �!OQP ��� <¦"$���y��A��Q��:=O~��<=���«�
O~� ��PR��9J"$<=�6������H�93��H���� 3�"]ÅR� PR������PR��A�:G90���3� <j�)A#"J�R�n��� �$�J"$<=������A#"��
��A�:=�
��� ��PR��"$��9��nOQ��9¹A�"�K
��:G��O :=����H��À��P6��A��À��2���93���wP$Ä���PR��<=:G����"$�a������O~����A#"�� �������~OQ:G������� :=� �����3�E:GPRH����«��H���:G�����
¸ �À:G�0����:GÅRÅR� ��� �^º�C^��A����RP$����:=9�:Ã�MCcP�Är��A��6OQ����PR��9�"$<G��������H�9 ��H���� ��"$����<=�J"$���0��P "]����� 9�:��#9
��9�"$<G�Q��� <G��93��:=PR�c:=���RPR<Ã� :=��Å�" 2f Ä ��� FDH�����93C{"����{"1<G� ��Å$��Ac��9�"$<G��P$Ä 2πr/

√
3 � �Ñ:Ã��A r ��A��µ P$����º�C^��"$��:=H��
P$Ä����3Ä PR��O~"���:GPR�^"$����P 9 :;"������{��P]��A��6:=�����«��:;"�<�OQP$��:=PR����� Ò A�:=�
OQ��9¹A#"$��:G��O

:G��9 PR� �#��O~� �YºDCf�DH�O~� ��:=9J"$<É��:GO!H�<;"���:GPR���aÄ PR�¥��A�:G�¥��:GOQ��<=�!9J"����Q"$���Y"$<=��Pnº�C ��:GO
H�<G"���:=PR���
:G���RP$<=�E:G��ÅÀOQPR����9�PROQ��<G�jÌn��:=��H�"���:=PR���C�

¶ �Q9 :G����9 C1P$Ä­��A�:=�rO~� 9¹A#"$��:=��O ����FDH�:=�����r��A��w�3Ì :G�«������9��0P$Ä)OQ����PR��9�"$<G���«����H�9 ��H���� � �Ñ:=��A
"6<G� ��Å$��A ��9J"$<=�
��A#"���O�"���9¹A�� �w��A#"�������<G"���� �]��P6��A��À������PR�#"$��9���O~� 9¹A#"$��:=��O(� 7 H�9¹Ac9 PR����: K
��:=PR�YÅR����� ��"$<=<=C ����� ��"$:=<G����:G��9 �~OQ����PR��9�"$<G��������C0�#��<=���0"$�����MCE��:G9�"$<G<ÃC]9¹A#"$��"$9 ������: $�� �^º�Cy"
9�PR����:G�DH�PRH��r�$��<GPE9�:Ã�MC6����� 9 ����H�O P¯�R� ��"�<G"$��Å$����"$��ÅR��P$ÄÉ��9J"�<G����� Ò A��wÅR� ������"$<G:�$J"���:GPR�6P�ÄÉ��A��
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������� , � Ö � 7 ��� 9 ����"cP�Ä u 3�3�"@<À"$��� 3Çº <H<À"$��� w 3�3Ç9N<�"���� 3 � <H<!Ä PR�À��A��D������� 3H3Ç"@<À"$���
3Ç9N<H<
"$��� ����9 PR��� 3H3Çº <!"$��� 3Ç� <H<!º#"$��P 9 <G:=��:G9QO~PE��� ��� Ô :=�����«��:;"�<ª�8����:=P ���À"�Ä ��� �!��A�� �Ñ:G���
º�H������C� krn =

√
3

rn

3Ç��P$����� kr1
"$��� kr2

Ä PR����� ���8��9 ��:=�$��<=Cf��A��J�#������"$���Y����9�P$���^º#"���PE9�<G:=��:G9
OQP ��� �8<ª"���� kcn(rn, t = 5 I.P.) 3 ��P$����� kc1 "$��� kc2 <N"������������������ �������fºDC��#"$��A����Á<G:=�������
kcn(rn, t)

:G�ª��A�� �ª"¯�$���DH�O
º8����9�P$����� ���8PR����:=��Å
��PÀO~"�Ì :GO!H�OsP$Ä	.E:=��� ��:G9�� ������Å$C6Ä PR<=<GP �Ñ:G��Å
��A��w��A���P$��CnP$Ä ��<G� :G�n� �a"$<O�'3 Õ = = , º <��
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w
2

������� , � , � Ò ��OQ��P$��"$<²����� 9 ����"�P$Ä w1
3Ç��PR<G:=�n<G:=���=<ª"���� w2

3 �#"$��A����f<=:G���N<��
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����� ��� �D��������H�<=���
��P "fÄ H�<=<=C ��H���º�H�<G�����À� ����C1�#��<=��:G����A������ Ä PR���n:GOQO~� ��:;"������ Ò A��n9�PR�������ÚK
��P$����:G��Å �N"J�$���DH�O
º8����"$���nÄ ����FDH�����9 Cn�8�J"�.D�rP$Ä¨��A������ ��H�<Ã��:=��Å
��H�����"�K :G��� ����:;"$<8O~P���:GP$���ª:=�
º���PR"$��������� �ÑA�������� �$����"$<¨º#"$��PE9�<=:G��:=9¥OQP �����Ñ"$���09 PR����:G��� �����%�× A#"$��"�9 ��� ��:=����:=9��rP$Ä¨��A������0��O�"�<G<ÃK ��9�"$<G�Ñ��H�����"�K :G��� ����:;"$< �N"J�$���rK �Ñ:=��A1"ÀÄ ����FDH�� ��9 Cn9 <GPR���
��P 2f K¨"$���N9�P$O~�8��<=<G:G��Å¥"$���À��P$��������:G"$<G<ÃCw:GOQ��P$���¹"��D�C� Ò A�� C!��H�ÅRÅ$�����B��A#"��)�#"$��"�O~�3����:=9ª��H�º K
A#"$��O~PR��:G9Ñ:G���«�¹"$º�:G<G:Ã�MC
9 PRH�<G�~º��a:G���RP�.$���1"��N"�OQ��9¹A�"$��:G��Oi��P�����"$����Ä ��������� ��Å$CQÄ ��P$O ��A�� ���
�N"J�$������P ��������Å�C�"J��"$:G<G"$º�<G��Ä PR�
OQ:ÃÌ :=��Å 3O!�:Gº�:ÃC�"f�3�Q"$<A� 3 % ( ( '@<j�)�aP$H�����<=<;"]"���� 7 �¹"�FEH�� �
3 Õ = = Ó <H< � Ò A���9 PR����� FDH�����9 ��:G����A#"�����A��¥PE9��J"���:G9�����PR��O!����"$98.D�ª"��NOQ:G� K <;"���:=��H����
3 9¹A#"$��"�9 ���jK
��:�$����!ºDC���A��ª����� ������9��ÑP$Ä8"¥��H���º�H�<=�����ÍOQ����PR��9�"$<G�ª������C �#��<=� <É"����r"$���J"$�)A�:GÅRA�<=C�ÄÇ"J�RPRH���"$º�<=�
Ä PR����A�� �Ñ:=���y����� ��Å$C]��P�º8�À����"$����Ä � �������Y��PÁ��O~"$<G< KM��9�"$<G��O~: Ì :G��ÅB� × PR������FDH�� �D��<=CY��A�:G�����jK
��PR��"$��9��nOQ��9¹A�"$��:G��O,O�"JCcº��n",.$� CcÄÇ"$9 ��PR����P H������ ���«�¹"$������A�� �Ú��PRH����
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