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RÉSUMÉ. Cet article étudie l’estimation conjointe de données manquantes et de champs de dépla-
cements dans des séquences multimodales d’observations satellitaires géophysiques. La com-
plexité de la tâche est liée au taux élevé de données manquantes (entre 20 % et 90 %) pour
des observations journalières de haute résolution et la reconstruction de structures fines en
accord avec la dynamique sous-jacente. Nous avons développé une méthode basée sur l’assi-
milation variationnelle de données pour des séries multimodales et multirésolutions. A l’aide
de données synthétiques et de données réelles de la surface océanique, une évaluation numé-
rique et qualitative démontre l’apport de deux composantes-clés du modèle proposé : la fusion
d’informations multimodales à partir d’une contrainte géométrique basée sur les structures
frontales, et la méthode d’assimilation variationnelle utilisant comme a priori dynamique un
modèle d’advection-diffusion. Les expérimentations conduites montrent que de bonnes perfor-
mances de reconstruction sont obtenues pour les observations hautes résolutions en dépit du
pourcentage élevé de données manquantes.

ABSTRACT. In this paper we address the problem of missing data interpolation in multi-modal
geophysical satellite observation sequences. Main issues relate to the large percentage of mis-
sing data, from 20 % to 90 % for daily high-resolution observations; and the requirement for
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reconstructing fine-scale structures in accordance with the underlying turbulent dynamics. To
solve the missing data interpolation problem, a variational data assimilation model is develop-
ped. Using synthetic and real ocean surface observations, numerical and qualitative evaluations
demonstrate the relevance of two key components of the proposed model: the fusion of multi-
modal observations through a geometric front-driven constraint and the proposed variational
assimilation setting using an advection-diffusion dynamical prior. Good reconstruction of high-
resolution geophysical observation sequences can then be achieved despite high percentage of
missing data.

MOTS-CLÉS : assimilation variationnelle de données, interpolation de données manquantes, in-
painting.

KEYWORDS: data assimilation, variational method, missing data interpolation, geophysical tra-
cers dynamics, multimodal interpolation.
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Extended abstract

Satellites record observations of multiple terrestrial and ocean parameters at dif-
ferent resolutions. Sea surface temperature (SST), which is the temperature of the thin
ocean’s upper layer, is a peculiar example. Microwave (MW) radiometry provides low
resolution (25 km) observations while infrared (IR) radiometry delivers high resolu-
tion SST measurements (5 km). Ocean chlorophyll concentration (CHL) from satellite
optical observations, which can be obtained at very high spatial resolution (1 km), is
also an important geophysical parameter. It is used to trace the ocean biological pro-
duction. The geometric structures of ocean CHL concentration are strongly related to
that of SST. Ocean SST and CHL concentration are indeed strongly interacting para-
meters and these mutual interactions can be used for their analysis.

Geophysical satellite observations exploit different modalities e.g., infrared (IR)
and optical sensors or micro-wave radiometry (MW) associated with different resolu-
tions. In all cases, they are sensitive to the atmospheric conditions such as cloud cove-
rage or heavy rains. Consequently, large percentage of missing data is expected, high-
resolution observations being more affected. Daily missing data are comprised bet-
ween 20 % and 90 %. Missing data interpolation is then a critical issue. The problem
considered in this paper is, provided a temporal sequence of observations with missing
data, to estimate the best reconstruction possible. Thus, the considered problem is not
constrained by real-time considerations. Operational products mainly rely on statis-
tical optimal interpolation techniques, Kalman filtering or smoothing techniques, or
ensemble of Kalman filters. These techniques require processing over very large co-
variance matrices, and assume statistical stationarity, Gaussiannity and linearity of the
dynamical model that can hardly be verified in real observations. Most missing data
interpolation methods generally result in oversmoothed reconstructions where fine-
scale structures are lost. To address the missing data interpolation issue, we propose
a variational data assimilation model which, from multi-modal and multi-resolution
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geophysical observations, jointly estimates the missing data and the associated trans-
port field driving a dynamical prior. The proposed model embbeds two key features:
the fusion of multi-modal observations through a geometric front-driven constraint
and the proposed variational assimilation setting using an advection-diffusion dyna-
mical prior.

To evaluate the proposed model we followed two protocols. The first one is based
on numerically simulated data generated according to the surface quasi geostrophic
(SGQ) model. We proceed as follows to simulate multi-resolution observation series
with missing data. Given a simulated 100 frames long high resolution tracer sequence,
a low-resolution tracer sequence is generated by down-sampling high resolution data.
Missing data masks issued from a real observations datasets are applied to generate
realistic missing data configurations. Regarding the low-resolution sequence, the mis-
sing data mask is issued from REMSS SST data. The high-resolution mask is issued
from the METOP SST data (see figure 2). The errors are computed with respect to the
high resolution sequence as the average pixel based absolute difference between the
ground truth and the estimated geophysical fields. This protocol allows to compute
numerical results for the proposed schemes and thus to deliver a rigorous comparison
of their performances.

The second experimental protocol involves real geophysical data. We use SST
data from the REMSS and the METOP dataset, and raw CHL data from the MERIS
datasets. The main goal for this protocol is to qualitatively evaluate the quality of the
proposed interpolation methods on real data.

To evaluate the proposed methods, we compare different approaches. First we ex-
periments on schemes which do not consider the dynamical prior, i.e. which only rely
on observations, then on schemes which exploit a dynamical prior. In both cases we
considered various combinations of available observations: methods which consider
low-resolution observations, high resolution observations, jointly low and high reso-
lution observations, and schemes which exploit the geometrical coherency constraint.

Conducted experiments demonstrate the relevance of multi-modal observations fu-
sion through the geometric front driven and the dynamical model constraints. Good
reconstruction of high-resolution geophysical observation sequences are achieved des-
pite high percentage of missing data.

1. Introduction

De nos jours, les satellites permettent une observation multirésolution de plusieurs
variables terrestres et océaniques. La température de la surface de l’océan (sea sur-
face temperature-SST), qui est la température de la couche superficielle supérieure
de l’océan, est un exemple particulier. La radiométrie micro-onde (MW) permet une
acquisition d’observations de SST basse résolution (25 km) (Wentz et al., 2000), tan-
dis que la radiométrie infrarouge (IR) délivre des mesures de SST haute résolution
(5 km) (Le Borgne et al., 2007). La SST est une observation-clé pour plusieurs types
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d’études notamment, la prédiction météorologique, la circulation océanique, les im-
pacts du changement climatique. La SST peut aussi être vue comme un traceur effec-
tif de la dynamique océanique (Ullman, Cornillon, 2000 ; Sukhtame, Pierrehumbert,
2002).

La concentration de chlorophylle (CHL) mesurée à partir d’observations optiques
satellitaires, pouvant être obtenue à très haute résolution (1 km), est aussi un paramètre
géophysique important. Elle est utilisée comme traceur de la production biologique
de l’océan (Zheng, Wei, 2010). Les structures géométriques de la concentration de
chlorophylle de l’océan sont fortement liées à celles de la SST. SST et concentration
de CHL sont des variables en interactions fortes, et ces interactions mutuelles peuvent
être exploitées lors de leur analyse (Belkin et al., 2009 ; Solanki et al., 2003).

Comme mentionné précédemment, l’observation satellitaire utilise différentes mo-
dalités, capteurs infrarouges (IR), optiques, ou micro-ondes, associées à différentes ré-
solutions comme illustré dans la figure 1. Dans tous les cas, ces capteurs sont sensibles
aux conditions atmosphériques telles que la couverture nuageuse ou les fortes pluies.
Par conséquent, les mesures présentent un fort taux de données manquantes. Les ob-
servations les plus affectées étant celles qui sont à hautes résolutions. Par exemple,
dans la région considérée dans la figure 1, le taux journalier de données manquantes
est compris entre 20 et 90 %. Ainsi, l’interpolation de données manquantes est un
problème important (Ba et al., 2010 ; Hoyer, Shea, 2007 ; Reynolds, Smith, 1994).
Le problème considéré dans cet article 1 est alors, étant donné une série temporelle
d’observations comprenant des données manquantes, d’effectuer la meilleure recons-
truction possible. Ainsi, la reconstruction en temps réel n’est pas une contrainte consi-
dérée.

Pour ce genre de problème, les produits opérationnels sont basés sur les techniques
statistiques d’interpolation optimale, du filtrage ou du lissage de Kalman, ou des en-
sembles de filtres de Kalman (Bertino et al., 2003 ; Hoyer, Shea, 2007 ; Reynolds,
Smith, 1994 ; Youzhuan et al., 2008). Ces techniques requièrent la prise en compte
de très larges matrices de covariances, et des hypothèses statistiques de stationnarité,
gaussiannité, et linéarité du modèle dynamique qui peuvent être difficilement véri-
fiées pour un problème réel. En général, la plupart des méthodes d’interpolation de
données manquantes résultent en des reconstructions lisses où les structures de petites
échelles sont perdues. Comme illustré par les observations SST et CHL de la figure 1,
un gain de performance de reconstruction peut être espéré par l’utilisation d’infor-
mation multimodale. Le traitement conjoint d’observations SST multirésolutions doit
être bénéfique à l’interpolation de la SST haute résolution étant donné que les obser-
vations SST basses résolutions comportent beaucoup moins de données manquantes.
De plus, les structures géométriques communes aux observations SST et CHL (voir
figure 1) peuvent servir de contrainte additionnelle lors du processus d’interpolation.
Le traitement d’information multimodale est une contribution-clé de cet article étant

1. Cet article est une version étendue de l’article de (Ba et al., 2012) présenté lors de la Rencontre Francaise
d’Intelligence Artificielle (RFIA) 2012.
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donné que les méthodes de l’état de l’art ne considèrent en général qu’un seul type de
modalité.

En vision par ordinateur, les méthodes variationnelles sont largement utilisées pour
l’interpolation de données manquantes. Communément appelées inpainting, ces mé-
thodes ont pour objectif la suppression de textes, craquelures, ou même d’objets pré-
sents dans une image ou séquence d’images (Arias et al., 2009 ; Aujol et al., 2010).
Le problème considéré dans cet article est aussi lié à la super-résolution où le but est,
à partir d’images basses résolutions d’une certaine scène, la reconstruction d’une ver-
sion haute résolution de la même scène (Babacan et al., 2009 ; Cheung et al., 2007 ;
Glasner et al., 2009). Cependant, le problème considéré ici présente une complexité
additionnelle :

– comparé aux applications traditionnelles de l’inpainting, dans notre cas, les ob-
servations peuvent présenter de très larges portions de données manquantes rendant
la reconstruction de la géométrie spatiotemporelle des traceurs particulièrement diffi-
cile ;

– comparé aux problèmes classiques d’inpainting et de super-résolution, nous
considérons des séries d’observations multimodales correspondant à des traceurs qui
n’ont en commun que leurs structures géométriques ;

– les traceurs géophysiques sont fortement structurés par le champ turbulent dy-
namique sous-jacent. L’introduction d’un modèle dynamique modélisant l’évolution
temporelle du traceur apparaît comme un facteur-clé permettant de reconstruire un
champ temporellement cohérent.

Pour résoudre le problème d’interpolation de données manquantes, nous propo-
sons un modèle d’assimilation variationnelle qui, à partir d’observations multimodales
et multirésolutions, estime de façon conjointe les données manquantes et les champs
de déplacement régissant l’évolution temporelle des traceurs géophysiques. Les per-
formances du modèle proposé sont évaluées à l’aide de données synthétiques (surface
quasi géostrophique - SQG) issues de simulations numériques (Sukhtame, Pierrehum-
bert, 2002) et de données réelles de SST et CHL.

La suite de cet article est organisée comme suit. La section 2 présente le modèle
d’assimilation variationnelle pour l’estimation de données manquantes et du champ
de transport associé lorsque ne sont disponibles que les observations d’une seule mo-
dalité. La section 3 présente la méthode multimodale d’estimation de données man-
quantes et des champs de déplacement. La section 4 rapporte les expériences conduites
pour la validation du modèle proposé. Finalement, la section 5 donne les conclusions.

2. Interpolation de données manquantes pour une série unimodale

Dans cette section, nous supposons disposer d’une séquence d’observations Yt, t ∈
[t0, tf ] correspondant à la séquence d’états cachés θt, t ∈ [t0, tf ] d’une variable géo-
physique. Dans notre cas, la variable d’état est soit la SST soit la concentration de
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(a) Données IR METOP haute
résolution de température de sur-
face océanique (SST)

(b) Données de radiométrie MW
SST REMSS basse résolution

(c) Données optiques MERIS
moyenne résolution de concen-
tration de chlorophylle (CHL)

Figure 1. Observations multimodales multirésolutions de l’océan de la région de
Malvinas située au large du Brésil. Les observations METOP sont à une résolution

de 5 km, les données REMSS à 25 km, et les données MERIS à 15 km

CHL. Comme illustré dans la figure 1, les observations Yt comprennent des données
manquantes. La variable d’état θt et son observation sont liées par la relation suivante :

Yt = Ptθt + ςt (1)

où Pt est un opérateur de projection linéaire modélisant la réduction de dimensionna-
lité de la variable géophysique due à la présence de données manquantes 2. La variable
ςt représente un bruit centré, identiquement distribué, et gaussien, avec une matrice de
covariance diagonale et sphérique Σ = σ2

Y Id où Id est la matrice identité et σ2
Y re-

présente la variance du bruit en chaque pixel. Etant donné que les variables sont des
paramètres océaniques, leur évolution temporelle est fortement liée à la dynamique
océanique et leur reconstruction doit comprendre un modèle dynamique lié à l’évolu-
tion de l’océan. Ainsi, nous considérons un modèle générique d’advection-diffusion
défini comme suit :{

∂tθ +M(θ, u) = ηt, où M(θ, u) = u∇θ − κ∆θ
θt0 = θ0 + ε

(2)

où θ0 est l’état initial, ε, ηt représentent des variables aléatoires gaussiennes de ma-
trices de covariances diagonales et sphériques B = σ2

BId, Q = σ2
QId qui modélisent

l’incertitude à propos de l’état initial et du modèle dynamique.∇ et ∆ dénotent respec-
tivement les opérateurs gradient et laplacien, et κ représente le paramètre de diffusion.

2. Il est à noter que les images sont représentées sous une forme vectorielle.
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Etant donné ce modèle, le problème d’interpolation de données manquantes peut
se poser sous la forme de la minimisation du coût variationnel suivant :

J(θ, u) = ||θt0 − θ0||2B−1 +

∫ tf

t0

E(θt)dt+

∫ tf

t0

||∂tθ +M(θ, u)||2Q−1dt (3)

où ||.||B−1 est la distance de Mahalanobis associée à la matrice de covariance B, et
E(θ) est un terme d’attache aux données défini par :

E(θ) =

∫
D(Y θ)

σ−2Y (Y θ − Pθ)2dp+ β

∫
D(θ)

||∇θ||q2dp (4)

où D désigne le domaine de définition de son argument, β est un poids positif pon-
dérant la contribution du terme de régularité dans la fonction coût E, et ||.||q est la
norme Lq avec q = 1 ou 2.

Il est à remarquer que la minimisation de la fonction coût J(θ, u) revient en la
détermination de la séquence optimale (θ̂t, ût), t ∈ [t0, tf ], i.e. du traceur optimal θ̂t,
et du champ de transport optimal ût associé. La séquence (θ̂t, ût), t ∈ [t0, tf ] possède
les propriétés suivantes. Chaque variable d’état estimée est proche de son observa-
tion Yt aux points où des données sont disponibles à cause du deuxième terme de
l’équation (3). L’évolution temporelle de l’état s’effectue sous la contrainte du modèle
dynamique (cf. équation (2)) à cause du dernier terme de l’équation (3).

En calcul des variations, une méthode standard pour la résolution d’un problème
variationnel est le recours aux équations d’évolution d’Euler-Lagrange. Par exemple,
dans le cas statique, la variable géophysique optimale de la fonction coût E(θ) (cf.
équation (4)) est la valeur stationnaire de l’équation d’Euler-Lagrange ∂tθ = −δθE
où δθE est l’opérateur tangente linéaire du terme d’attache aux observations 3. Ce-
pendant, pour la minimisation du coût variationnel de l’équation (3), une utilisation
directe de l’équation d’Euler-Lagrange est inefficace du fait de la grande dimensionna-
lité de l’espace d’état. Comme proposé par (Bennett, Thorburn, 1990), une approche
indirecte consiste en l’introduction de variables adjointes λt = Q−1 (∂tθ +M(θ, u)).
Etant donné ces variables, le minimum de la fonction coût (équation (3)) est la solu-
tion du système d’équations obtenu en annulant les variations du coût par rapport aux
variables désirées θt, ut, et θt0 :

δθtJ = −∂tλ+ δθM
∗(λ, u) + δθE(θt) = 0

δutJ = λt∇θt = 0
δθt0J = B−1(θt0 − θ0)− λθt0 = 0

(5)

3. < δθE, dθ >L2= limh→0
E(θ+hdθ)−E(θ)

h
. Voir Annexe A pour plus de détails.
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Algorithme 1 Algorithme d’assimilation variationnelle. α est un paramètre
de descente de gradient

1 : Pour tout t, initialiser θ̂t = θ0, et ût = 0

2 : Etant donné θ̂t calculer les variables adjointes λt à l’aide de l’équation rétro-
grade : {

λtf = 0

−∂tλ+ δθM
∗(λ, û) = −δθE(θ̂t)

3 : Calculer les variations de l’état initial dθt0 = Bλt0

4 : Utiliser les variables adjointes pour calculer les variations des états par intégra-
tion avant partant des variations de l’état initial dθt0 :

∂tdθ + δθM(dθ, û) = Qλt

5 : Mettre à jour l’état :
{
θ̂t = θ̂t + αdθt
ût = ût − αλt∇θt

6 : Retourner à l’étape 2 et itérer jusqu’à convergence.

où δθM est la tangente linéaire du modèle dynamique, δθM∗ son opérateur adjoint 4.
Dans un processus itératif, la solution du problème variationnel peut être linéarisée
autour de l’estimation courante θ̂t comme suit :

θt = θ̂t + dθt
θ̂t0 = θ0 + dθt0 .

(6)

La définition de la variable adjointe et les équations (5) et (6) nous donnent :

dθt0 = Bλθt0
∂tdθ + δθM(dθ, u) = Qλt

(7)

Ainsi, la minimisation du problème de l’équation (3) est résolue de manière itérative.
A chaque itération, deux étapes sont mises en œuvre : une intégration rétrograde des
variables adjointes prenant en compte le coût variationnel statique (première ligne de
l’équation (5)), suivie par une intégration avant des variations des variables prenant en
compte les variables adjointes (deuxième ligne de l’équation (7)) (Talagrand, Cour-
tier, 1987 ; Papadakis, Corpetti, Memin, 2007 ; Papadakis, Heas, Memin, 2007). Etant
donné les variations, la solution est mise à jour. Le champ de vecteurs de transport u
est mis à jour directement par descente de gradient à l’aide de la troisième ligne de
l’équation (5). L’algorithme 1 présente les principales étapes de la procédure d’assi-
milation variationnelle décrit précédemment.

4. L’opérateur adjoint vérifie la relation < δθM(θ, u), λ >L2=< θ, δθM
∗(λ, u) >L2 . Dans le cas

d’un opérateur linéaire sur un espace de dimension finie, donc admettant une représentation matricielle,
l’opérateur adjoint correspondant admet comme représentation matricielle la transposée de la matrice de
l’opérateur initial.
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3. Interpolation de données manquantes pour une série multimodale

Dans la section précédente, nous avons présenté une méthode d’interpolation de
données manquantes dans les observations d’une variable géophysique capturées par
une seule modalité. Comme mentionné dans l’introduction, différentes observations
d’une variable géophysique issues de plusieurs modalités ou des observations de dif-
férentes variables géophysiques sont en général disponibles. Ces observations mul-
tiples peuvent être utilisées pour définir une méthode multimodale d’interpolation de
données manquantes. L’objectif étant d’améliorer les performances de reconstruction
de chaque traceur géophysique. Dans cette étude, nous considérons deux cas, le cas
multimodal où des variables différentes sont traitées (exemple : cas SST et CHL),
et le cas multirésolution où la même variable observée à différentes résolutions est
traitée (exemple : cas SST IR et MW). L’idée de base est que la dynamique océa-
nique sous-jacente contraint les structures de divergence et convergence des traceurs
géophysiques. Cela résulte en la formation de structures frontales sur les variables
géophysiques passives (Gawarkiewicz, Chapman, 1991). Ainsi, les traceurs passifs
présentent localement des structures avec des géométries similaires dans les régions
de fronts. Cette propriété est exploitée pour introduire une contrainte additionnelle sur
la cohérence géométrique de certaines structures des différents traceurs. Les structures
frontales locales peuvent être vues comme les lignes de niveaux des traceurs. Ainsi,
la cohérence géométrique locale des différents traceurs impliquent que les différentes
lignes de niveaux doivent être localement tangentes. Plus précisément, elles doivent
présenter des directions similaires.

Coût de cohérence géométrique. Si nous notons les variables d’états par θ(i)t , i = 1, 2.
Sans perte de généralité, nous supposons que la variable θ(1)t possède une résolution
spatiale plus faible et que Λ est un opérateur linéaire de réduction de résolution tel que
Λθ

(2)
t soit une version basse résolution du traceur θ(2)t ayant la même résolution que

θ
(1)
t . Le coût de cohérence géométrique est défini par :

G(θ(1), θ(2)) =

∫
D(θ(1))

gτ (|∇θ(1)|)ρε
(
<
∇θ(1)⊥

|∇θ(1)|
,
∇Λθ(2)

|∇Λθ(2)|
>

)
dp (8)

où gτ (x) = 1 − e−τx for x > 0 est une fonction de pondération qui, pour x =
|∇θ(1)|, donne un poids plus fort aux points de fort gradient de la variable θ(1), i.e.
aux points appartenant aux structures frontales, et des poids faibles aux points localisés
dans les régions de faibles gradients. Le paramètre positif τ de la fonction gτ définit
la magnitude du gradient caractérisant les structures frontales. La fonction ρε(s) =√
s2 + ε, avec ε > 0, est une approximation différentiable de la valeur absolue. Le

coût de cohérence géométrique défini dans l’équation (8) est minimal lorsque les deux
variables ont leurs structures frontales alignées. L’interprétation physique du coût de
cohérence géométrique est la suivante. Dans les régions frontales, les deux variables
possèdent des structures frontales similaires car les forces (exemple : courants marins)
agissant sur le fluide sont fortes. Par contre, loin des structures frontales, les deux
variables peuvent présenter des structures géométriques différentes car en l’absence
de tout courant dominant, leur évolution est libre.
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Coût multimodal d’attache aux données. Dans ce cas, nous construisons le coût sta-
tique relatif aux observations de la façon suivante. Notons par Y (i)

t , t ∈ [t0, tf ], i =
1, 2 les séquences d’observations avec données manquantes correspondant aux sé-
quences des variables θ(i)t , t ∈ [t0, tf ], i = 1, 2. Le coût variationnel est défini par :

Ec(θ
(1), θ(2)) = E(θ(1)) + E(θ(2)) + γG(θ(1), θ(2)) (9)

où E(θ) est le terme d’attache aux observations défini dans l’équation (4), γ > 0 pon-
dère la contribution du coût de cohérence géométrique dans la fonction Ec(θ(1), θ(2)).
Les estimations θ̂(1) et θ̂(2) minimisantEc(θ(1), θ(2)) seront similaires à leurs observa-
tions aux points où des données sont disponibles à cause des deux premiers termes de
l’équation (9). Aussi, θ̂(2) va présenter des structures frontales cohérentes aux struc-
tures de θ̂(1) parce que le coût géométrique est minimal lorsque, pour les deux va-
riables, les lignes de niveaux situées dans les régions de fort gradient sont alignées.

Coût multirésolution d’attache aux données. Dans le cas multirésolution, la même
variable est observée à plusieurs résolutions. Nous définissons le terme multirésolution
d’attache aux données comme suit :

Ec(θ
(1), θ(2)) = E(θ(1)) + E(θ(2)) + γG(θ(1), θ(2)) +

∫
(θ(2) − Λθ(1))2dp (10)

Le dernier terme de l’équation (10) modélise la relation multirésolution entre les deux
variables θ(i).

Coût variationnel dynamique. Le modèle conjoint d’observations (équation (9) ou
équation (10)) et le modèle dynamique (équation (2)) peuvent être combinés pour
définir le coût variationnel dynamique couplé J (θ(1), θ(2), u(1), u(2)) =∫ tf

t0

Ec(θ
(1)
t , θ

(2)
t )dt+

∫ tf

t0

||∂tθ(1) +M(θ(1), u(1))||2Q−1dt+ ... (11)

...+

∫ tf

t0

||∂tθ(2) +M(θ(2),Γu(1) + u(2))||2Q−1dt.

Ce modèle suppose que la variable basse résolution θ(1) est transportée par le
champ de vecteurs d’advection u(1) et la variable haute résolution est transportée par le
champ de vecteurs Γu(1) + u(2), où Γ est un opérateur linéaire de sur-échantillonnage
qui permet de faire passer la variable u(1) à la dimensionnalité de u(2).

Comme dans la section 2, le problème dynamique peut être résolu dans un for-
malisme d’assimilation variationnelle. D’abord, les deux variables adjointes λ(1)t =

Q−1(∂tθ
(1) + M(θ(1), u(1))) et λ(2)t = Q−1(∂tθ

(2) + M(θ(2),Γu(1) + u(2))) sont
introduites. Ensuite, à l’aide des variables adjointes, le calcul des variations du coût
dynamique par rapport aux variables d’états conduit à un système d’équations dont la
résolution peut être conduite de manière itérative.
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Algorithme 2 Assimilation variationnelle pour l’estimation conjointe de données
manquantes et de champ de transport pour un couple de variables géophysiques

1 : Pour tout t et i = 1, 2, initialiser θ̂(i)t = θ
(i)
0 et û(i)t = 0

2 : Etant donné les variables d’états, calculer les variables adjointes à l’aide des
équations rétrogrades :

λ
(i)
tf

= 0, i = 1, 2

−∂tλ(1) + δθ(1)M
∗(λ(1), û(1)) = −δθ(1)Ec(θ̂

(1)
t , θ̂

(2)
t )

−∂tλ(2) + δθ(2)M
∗(λ(2),Γû(1) + û(2)) = −δθ(2)Ec(θ̂

(1)
t , θ̂

(2)
t )

3 : Calculer les variations des états initiaux dθ(i)t0 = Bλ
(i)
t0 , i = 1, 2

4 : Calculer les variations des variables d’états dθ(i)t à partir d’intégrations avant
partant des variations des états initiaux :{

∂tdθ
(1) + δθ(1)M(dθ(1), û(1)) = Qλ

(1)
t

∂tdθ
(2) + δθ(2)M(dθ(2),Γû(1) + û(2)) = Qλ

(2)
t

5 : Mettre à jour les états :
θ̂
(i)
t = θ̂

(i)
t + αdθ

(i)
t , i = 1, 2

û
(1)
t = û

(1)
t − α

(
λ
(1)
t ∇θ

(1)
t + Γ∗(λ

(2)
t ∇θ

(2)
t )
)

û
(2)
t = û

(2)
t − αλ

(2)
t ∇θ

(2)
t

6 : Retourner à l’étape 2 et itérer jusqu’à convergence.

L’algorithme 2 donne les principales étapes de la procédure d’assimilation varia-
tionnelle conjoint pour le couple de variables.

4. Expérimentations

Pour évaluer les méthodes présentées dans les sections 2 et 3, l’analyse qualitative
d’expérimentations sur des données réelles est associée à une évaluation quantitative
sur des données issues de simulations numériques. Nous comparons les performances
de différentes approches :

– les schémas qui ne mettent pas d’a priori sur l’évolution temporelle des va-
riables, i.e. qui ne se basent que sur les coûts statiques d’attaches aux observations
(équation (4), équation (9), équation (10)), sont notés static. Les autres schémas qui
considèrent un a priori dynamique (équation (3)), sont notés dynamic ;

– les méthodes qui traitent des observations basses résolutions sont notées LR,
celles traitant des observations hautes résolutions sont notées HR. Les méthodes trai-
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(a) Simulation haute ré-
solution (HR) : donnée
vérité-terrain

(b) Observation HR (c) Donnée basse résolu-
tion (BR)

(d) Observation BR

Figure 2. Protocole SQG. L’observation haute résolution est obtenue en cachant des
parties de la donnée vérité-terrain par un masque de données manquantes issu de la
base de données d’observations SST METOP. L’image basse résolution obtenue en
sous-échantillonnant la donnée vérité-terrain à un facteur 1

5 . L’observation basse
résolution est obtenue en cachant la donnée SQG basse résolution par un masque

issu de la base de données SST REMSS

tant conjointement les observations basses et hautes résolutions de la même variable
sont notées MR ;

– les schémas utilisant la contrainte de cohérence géométrique de l’équation (8)
sont notées MM. Les méthodes basées sur l’équation (9) sont seulement MM (multi-
modales), tandis que les autres basées sur l’équation (10) sont MM-MR (multimodales
et multirésolutions).

Il est à noter que les résultats présentés dans cette section sont obtenus avec la
méthode de régularisation L2 (cf. équation (4)).

4.1. Résultats sur les données simulées : protocole SQG

Ce protocole d’évaluation utilise des données de simulation numérique produites
à partir du modèle de turbulence SQG (surface quasi geostrophique) (Sukhtame, Pier-
rehumbert, 2002). Le choix de ce modèle de turbulence est motivé par de récents
résultats montrant sa pertinence pour la description de la dynamique océanique (Isern-
Fontanet et al., 2006). Ces simulations délivrent des données vérités terrain pour une
évaluation quantitative des méthodes proposées dans cet article.

Pour simuler une séquence multirésolution d’observations avec des données man-
quantes, nous procédons comme suit. Etant donné une séquence simulée sur 100 pas
de temps de données hautes résolutions, une séquence basse résolution est générée
par sous échantillonnage. Des masques de données manquantes issus de bases de don-
nées d’observations réelles sont appliqués aux données de simulation pour créer des
configurations de données manquantes réalistes. Les masques de données manquantes
basses résolutions sont extraits de la base de données REMSS. Les masques pour les
données hautes résolutions sont quant à eux extraits de la base METOP (voir figure 2).



Interpolation variationnelle d’images satellitaires 445

(a) Moyenne des erreurs : méhodes statiques (b) Moyenne des erreurs : méhodes dynamiques

(c) Méthodes statiques (d) Méthodes dynamiques

Figure 3. Résultats pour le protocol SQG

Ce protocole est principalement élaboré pour permettre une évaluation quantitative
des méthodes proposées et permettre ainsi une comparaison rigoureuse de leurs per-
formances.

La figure 3(a) rapporte les moyennes et écarts types des erreurs d’estimation de
données manquantes pour les méthodes statiques. Les erreurs sont calculées par rap-
port à la séquence de données-vérités hautes résolutions comme la moyenne des dé-
viations absolues entre les données-vérités et les données estimées. Comme nous nous
y attendions, la méthode multirésolution (static MR) obtient clairement de meilleures
performances que les méthodes qui ne traitent que les données hautes résolutions. Il
est aussi à noter que la contrainte de cohérence géométrique n’a apporté que de faibles
améliorations par rapport à la méthode qui traite les observations multirésolutions sans
considérer de contrainte géométrique.

La figure 3(b) rapporte les statistiques d’erreurs d’interpolation de données man-
quantes pour les méthodes dynamiques. Les méthodes dynamiques utilisant les ob-
servations multirésolutions réalisent de meilleures performances que la meilleure mé-
thode statique (static MM-MR). L’utilisation conjointe d’information multirésolution
ainsi que du terme de cohérence géométrique se révèle utile pour l’amélioration des
performances d’interpolation.

Nous avons évalué la signifiance statistique des résultats obtenus par les méthodes
proposées. L’utilisation d’un test de Kolmogorov-Smirnov, pour cause de non-normali-
té des distributions d’erreurs, montre que les méthodes dynamic MR et dynamic MM-
MR réalisent significativement de meilleures performances pour une p-value p <
0.01.
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Figure 4. Protocole SQG : erreur de reconstruction des structures géométriques

Ces conclusions sont encore plus illustrées par les figures 3(c) et 3(d) qui pré-
sentent les ratios des fonctions de répartition des erreurs de chaque méthode sur la
fonction de répartition de la méthode multimodale multirésolution (static MM-MR
pour le cas statique et dynamic MM-MR pour le cas dynamique). Les courbes de ces
figures doivent être interprétées comme suit, la courbe de la méthode multimodale
multirésolution est toujours égale à 1. Pour les autres méthodes, plus la courbe sera
proche de 1, meilleure elle sera. Pour les méthodes statiques, la meilleure méthode est
la méthode static MM-MR, tandis que la méthode static HR est la moins performante.
La courbe des ratios de fonctions de répartition montre que dans toutes les gammes
d’erreurs, la méthode statique multimodale (static MM-MR) obtient de meilleures per-
formances que la méthode statique n’utilisant que les observations hautes résolutions
(static HR). Ceci démontre l’apport de la contrainte géométrique multimodale. Pour
le cas dynamique, la figure 3(d) montre que la meilleure méthode est la méthode
dynamic MM-MR qui utilise les observations multirésolutions, et les contraintes géo-
métriques et temporelles. Cette méthode améliore faiblement la méthode dynamique
qui n’intègre que l’information multirésolution et temporelle. Un point important à
noter à partir de la figure 3(d) est que pour certaines gammes d’erreurs, la méthode
static MR réalise de meilleures performances que les méthodes dynamic HR ou dyna-
mic LR. Dans ces cas, l’utilisation d’information multirésolution parvient à compenser
l’absence d’information temporelle.

Pour évaluer la qualité de l’interpolation de données manquantes, et spécialement
de la reconstruction des structures géométriques, nous rapportons dans la figure 4
les résultats numériques à propos de l’erreur de reconstruction géométrique entre les
structures frontales dans les données vérités et les images reconstruites. Ces résul-
tats montrent que les erreurs les plus faibles sont obtenues lors de l’utilisation de la
méthode dynamique comprenant la contrainte de reconstruction des structures fron-
tales (dynamic MM et dynamic MM-MR). Cette figure montre aussi, qu’en termes de
reconstruction des structures géométriques, la méthode statique multimodale et mul-



Interpolation variationnelle d’images satellitaires 447

(a) Vérité HR (b) Observation HR (c) static HR (d) static MM (e) static MMR

(f) Vérité LR (g) Observation LR (h) dynamic HR (i) dynamic MM (j) dynamic MMR

Figure 5. Echantillon de résultats du protocole d’évaluation SQG :
observations et résultats d’interpolation de données manquantes

tirésolution réalise de meilleures performances que la méthode dynamique qui utilise
seulement les observations hautes résolutions.

Des échantillons de résultats d’interpolation de données manquantes sont présen-
tés dans figure 5. Ces résultats montrent que pour la méthode static HR, lorsque de
larges portions de données sont manquantes, les performances de reconstructions sont
faibles. Les méthodes static MM et MM-MR améliorent les performances de recons-
truction de la méthode static-HR à cause de l’information issue des observations mul-
tirésolutions. Cependant, lorsque des données sont conjointement manquantes des ob-
servations basses et hautes résolutions, de bonnes performances de reconstruction ne
peuvent être obtenues. Dans ces cas, la méthode dynamique réalise de bonnes per-
formances par l’exploitation de l’information introduite par le modèle dynamique. Le
modèle dynamique permet de transporter l’information temporellement des régions
riches en informations vers les autres régions.

4.2. Résultats sur des données réelles

Le second protocole d’évaluation concerne le traitement de données géophysiques
réelles. Nous utilisons des séquences d’observations SST issues des bases de données
REMSS et METOP (voir figure 1) pour une évaluation des méthodes proposées sur des
observations géophysiques multirésolutions, et des séquences d’observations SST de
la base de données REMSS et des séquences d’observations de CHL de la base MERIS
pour une évaluation des méthodes sur des observations géophysiques multimodales.
Les séquences d’observations SST et concentration de CHL sont échantillonnées à une
fréquence temporelle d’une observation par jour. Ces expérimentations permettent de
procéder à une évaluation qualitative sur des données réelles des méthodes d’interpo-
lation proposées.
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jour = 10 jour = 20 jour = 30 jour = 40

(a) Observations avec des données manquantes

(b) Résultats méthode dynamic HR

(c) Résultats méthode dynamic MM

Figure 6. Echantillons de résultats pour l’interpolation de données manquantes
d’une séquence d’images de concentration de chlorophylle. Les observations

illustrent le taux important de données manquantes

Les figures 6 et 7 présentent des échantillons de résultats d’interpolation : la mé-
thode dynamique utilisant seulement les observations SST hautes résolutions, les ob-
servations de concentration de CHL, ou utilisant conjointement les observations SST
basses résolutions (REMSS) avec les observations hautes résolutions tout en exploi-
tant la contrainte de cohérence géométrique. Ces résultats montrent clairement le bé-
néfice de la stratégie multimodale pour recouvrir les structures petites échelles (voir
figure 6). Pris tout seul, le modèle d’advection-diffusion ne permet pas la reconstruc-
tion des structures filamentaires. Les résultats présentés montrent plutôt une tendance
au lissage de la composante texturée de la concentration de CHL. Par contre, l’assi-
milation conjointe de la SST basse résolution et des observations de CHL permet de
reconstruire de façon consistante les structures filamentaires fines échelles.

Pour l’interpolation des données manquantes des observations de SST, la figure 7
rapporte des échantillons de résultats pour les méthodes dynamic HR et dynamic MM-
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jour = 10 jour = 20 jour = 30 jour = 40

(a) Observations avec des données manquantes

(b) Résultats méthode dynamic HR

(c) Résultats méthode dynamic MM-MR

Figure 7. Echantillons de résultats pour l’interpolation de données manquantes
d’une séquence de données SST METOP

MR. Les améliorations significatives obtenues pour le traitement des données SQG et
CHL n’ont pas été observées pour le traitement de la SST. Une explication possible
est le taux de données manquantes qui est plus faible dans les données METOP que
dans les observations CHL. En moyenne, les données METOP comprennent 58 %
de données manquantes, tandis que le taux moyen de données manquantes dans les
données MERIS est de 76 %. Il est aussi à noter que la SST comporte plus de structures
grandes échelles que la chlorophylle. Dès lors, l’utilisation des observations basses
résolutions suffit à obtenir de bonnes performances de reconstruction.

Cependant les résultats présentés dans la figure 8 montrent l’effet de la contrainte
géométrique. L’effet obtenu consiste en une régularisation des champs de SST estimés
suivant la direction des structures frontales des champs SST basses résolutions. Ainsi,
l’utilisation de la contrainte géométrique conduit à une préservation des propriétés
géométriques des structures frontales.
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(a) (b) (c) (d)

Figure 8. Echantillons de résultats pour l’interpolation de données manquantes dans
des observations SST pour les méthodes static HR (8(a)), static MM-MR (8(b)),

dynamic HR (8(c)), et dynamic MM-MR (8(d))

5. Discussions et conclusions

Dans cet article, nous avons proposé une méthode multimodale multirésolution
basée sur l’assimilation variationnelle pour l’estimation de données manquantes et
de champs de déplacements dans des séquences d’images géophysiques. La difficulté
de la tâche est liée à une présence importante de données manquantes, typiquement
entre 20 % et 90 % pour les données hautes résolutions. Ce fort taux de données
manquantes rend difficile la reconstruction des structures petites échelles (filaments,
vortex). Pour le modèle proposé, nous avons rapporté de bonnes performances de
reconstruction pour des données réelles et synthétiques. Le modèle proposé comprend
deux caractéristiques principales :

– une contrainte géométrique modélisant les relations entre la géométrie des
images hautes résolutions et celle des images basses résolutions ; Etant donné que,
du fait de leur mode d’acquisition, les images basses résolutions comportent moins
de données manquantes, cette contrainte géométrique est un moyen efficace pour
contraindre la structure géométrique des images hautes résolutions ;

– un cadre d’assimilation variationnelle comprenant un modèle dynamique
d’advection-diffusion permettant l’estimation conjointe des données manquantes et
des champs de déplacements. Ce modèle garantit la cohérence spatiotemporelle des
variables reconstruites.

Lorsque les modèles d’observations et dynamiques considérés sont linéaires, et
que les modèles de bruit sont gaussiens, les méthodes proposées sont en théorie équi-
valentes aux méthodes d’interpolation optimale, ou du filtrage de Kalman (Reynolds,
Smith, 1994 ; Hoyer, Shea, 2007). Cependant, le modèle proposé comprenant la con-
trainte sur les structures géométriques est fortement non linéaire. Une équivalence peut
être faite avec les méthodes de filtrage de Kalman basées sur la linéarisation des com-
posantes non linéaires du modèle (extended ou unscented Kalman filters). Cependant,
la gestion des matrices de covariance dans des espaces d’états de grandes dimensions
est un problème dès lors qu’il s’agit de techniques basées sur le filtrage de Kalman.
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En vision par ordinateur, plusieurs approches variationnelles ont été proposées
pour résoudre l’inpainting de séquences d’images (Aujol et al., 2010 ; Arias et al.,
2009). Contrairement à la tâche en vue dans cet article, ces applications d’inpaiting
n’ont considéré que des problèmes avec un taux de données manquantes plus faible.
De plus, ces méthodes ne font pas usage d’informations complémentaires multimo-
dales ou multirésolutions. Récemment, d’importantes avancées ont été rapportées pour
la super-résolution de séquences d’images, notamment des méthodes basées sur des
approches par exemplaires (Cheung et al., 2007). Ces méthodes possèdent la capa-
cité de retrouver les structures fines dans des données issues de la vidéo-surveillance.
Cependant, il nous semble difficile de les appliquer à des observations de flot de tur-
bulence, alors que des contraintes dynamiques basées sur des modèles géophysiques,
comme celles proposées dans cet article, permettent d’introduire l’information a priori
requise pour la super-résolution de ce type de données. Il est aussi à noter que la
contrainte géométrique (équation (9)) partage des similitudes avec les termes de dif-
fusion anisotropique utilisée dans l’inpainting pour la restauration d’images comme
présenté dans (Tschumperlé, Deriche, 2005). La contrainte géométrique impose aux
lignes de niveaux supportant les gradients de forte magnitude d’être localement tan-
gentes. Dans la méthode d’assimilation variationnelle proposée, cette diffusion orien-
tée est contrainte par les champs de déplacements relatifs au modèle dynamique. Ceci
permet d’obtenir une diffusion anisotropique spatiotemporellement consistante.

Les méthodes proposées dans cet article peuvent aussi être analysées du point de
vue de la fusion de données étant donné que des informations multimodales sont uti-
lisées pour la reconstruction de données manquantes. Contrairement aux méthodes
classiques de fusion de données qui utilisent l’information apportée par valeurs des
pixels sous forme de corrélation ou d’information mutuelle (Ji et al., 2003), notre
méthode n’utilise que les structures géométriques communes aux modalités traitées.
Ainsi, notre méthode ne requiert pas l’existence de corrélations entre les valeurs des
pixels des différentes modalités.

Avant nos travaux, d’autres recherches avaient déjà utilisé le cadre de l’assimila-
tion variationnelle pour le traitement de données géophysiques (Papadakis, Corpetti,
Memin, 2007 ; Papadakis, Heas, Memin, 2007 ; Gejadze et al., 2006). En particu-
lier, des applications d’estimation de champs de déplacements de mouvement fluide
ont été considérées par (Papadakis, Corpetti, Memin, 2007 ; Papadakis, Heas, Memin,
2007). Bien que la tâche principale dans cet article soit l’interpolation de données
manquantes, l’estimation conjointe des champs de déplacements sous-jacent est une
caractéristique importante de notre approche. Comparée à (Papadakis, Corpetti, Me-
min, 2007 ; Papadakis, Heas, Memin, 2007), notre approche ne comprend pas l’assi-
milation du champ de déplacement. La dynamique de la surface océanique montre des
caractéristiques d’une dynamique de turbulence (Lapeyre et al., 2006). Selon nous, le
modèle dynamique considéré dans (Papadakis, Corpetti, Memin, 2007 ; Papadakis,
Heas, Memin, 2007) n’est pas approprié au type de dynamique que nous considé-
rons. En conséquence, durant la reconstruction, nous n’avons pas appliqué ce type de
modèle pour éviter un lissage excessif des variables géophysiques. De futurs travaux
étudieront l’utilisation de modèles d’évolution de turbulence permettant une recons-
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truction préservant les structures aux échelles fines (Sukhtame, Pierrehumbert, 2002 ;
Isern-Fontanet et al., 2006).
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Annexe A. Dérivée directionnelle du modèle d’observation

L’opérateur tangente linéaire du modèle d’observation défini dans la section 2 par :

E(θ) =

∫
D(Y θ)

σ−2Y (Y θ − Pθ)2dp+ β

∫
D(θ)

||∇θ||qqdp (12)

est défini par la formule < δθE, dθ >L2= limh→0
E(θ+hdθ)−E(θ)

h .
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Si q = 2, la norme L2 est ||∇θ||2 = (∂xθ)
2+(∂yθ)

2. L’opérateur tangente linéaire
du modèle d’observation s’écrit alors :

δθE = −σ−2Y P ∗(Y θ − Pθ)− βdiv(∇θ). (13)

où P ∗ est la transposée de la matrice P , et div est l’opérateur de divergence.

Dans le cas où q = 1, nous utilisons l’approximation différentiable de la norme
L1 définie par ||∇θ||1 =

√
(∂xθ)2 + ε +

√
(∂yθ)2 + ε où ε est un très petit nombre

positif (10−3). Dans ce cas, la tangente linéaire de l’opérateur d’observation s’écrit :

δθE = −σ−2Y P ∗(Y θ − Pθ)− βdiv

 ∂xθ√
(∂xθ)2+ε
∂yθ√

(∂yθ)2+ε

 . (14)
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